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ABSTRACT

The p r o b l e m  o f  a l l o c a t i n g  a  s e t  o f  p e r i o d i c - t i m e -

c r l t i c a l  t a s k s  t o  p r o c e s s o r s  i n  a  m u l t i p r o c e s s o r  s y s t e m  i s

c o n s i d e r e d .  A p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k  c o n s i s t s  o f  a  

c e r t a i n  n u m b e r  o f  r e q u e s t s ,  a r i s i n g  p e r i o d i c a l l y ,  e a c h  o f  

w h i c h  h a s  a  p r e s c r i b e d  d e a d l i n e .  The a l l o c a t i o n  p r o b l e m  i s  

t o  u s e  a  minimum number  o f  p r o c e s s o r s  s u b i  e c t  t o  t h e  

c o n d i t i o n  t h a t  t h e  t a s k s  a l l o c a t e d  t o  any  p r o c e s s o r  m u s t  b e  

f e a s i b l y  s c h e d u l a b l e  a c c o r d i n g  t o  some s p e c i f i e d  a l g o r i t h m ,

i . e .  t h e  s c h e d u l e  p r o v i d e d  b y  t h e  a l g o r i t h m  m u s t  g u a r a n t e e

t h a t  t h e  d e a d l i n e  o f  e a c h  r e q u e s t  i s  h o n o r e d .  We f i r s t  

p r o v e  t h a t  t h i s  p r o b le m  i s  N P - h a r d , and  t h e n  p r e s e n t  t h r e e  

h e u r i s t i c  a l g o r i t h m s  and a n a l y z e  t h e i r  c o m p l e x i t y  a n d  w o r s t -  

c a s e  p e r f o r m a n c e .  One o f  t h e  a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  i s  an  

o f f - l i n e  a l g o r i t h m  and t h e  o t h e r  two a r e  o n - l i n e .  Two 

h e u r i s t i c  o f f - l i n e  a l g o r i t h m s  f o r  t h i s  p r o b l e m  a r e  

a v a i l a b l e  i n  l i t e r a t u r e .  The w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  o f  o u r  

o f f - l i n e  a l g o r i t h m  i s  shown t o  b e  b e t t e r  t h a n  t h a t  o f  t h e  

tw o  e x i s t i n g  o f f - l i n e  a l g o r i t h m s .  The o n - l i n e  a l g o r i t h m s  

p r e s e n t e d  h e r e  a r e  t h e  o n l y  o n - l i n e  a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  

f o r  t h i s  p r o b l e m  t o  d a t e .  The  t i m e  an d  s p a c e  c o m p l e x i t y  o f  

t h e  p r e s e n t e d  o n - l i n e  a l g o r i t h m s  a r e  shown t o  b e  b e t t e r  

t h a n  t h o s e  o f  t h e  a v a i l a b l e  o f f - l i n e  a l g o r i t h m s ,  an d  t h e i r

viii



w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  a r e  shown t o  b e  c o m p a r a b l e  t o  t h a t  

o f  t h e  a v a i l a b l e  o f f - l i n e  a l g o r i t h m s .  F i n a l l y ,  i t  i s  shown 

t h a t  i f  t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  b e  s c h e d u l e d  does  n o t  c o n t a i n  

any  t a s k  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  i n  t h e  r a n g e  1 /21

t h e n  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  o f  o n e  o f  t h e  o n - l i n e  

a l g o r i t h m s  w i l l  im p ro v e  c o n s i d e r a b l y .
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SCHEDULING PERIODIC-TIME-CRITICAL TASKS 

ON MULTIPROCESSOR SYSTEMS

CHAPTER I 

INTRODUCTION

1.1 M o t i v a t i o n  :

C o m p u t e r  s y s t e m s  a r e  now b e i n g  u s e d  t o  c o n t r o l ’ an d  

m o n i t o r  a  w i d e  v a r i e t y  o f  r e a l - t i m e  p r o c e s s e s .  I n  many o f  

t h e s e  r e a l - t i m e  a p p l i c a t i o n s ,  t h e  c o m p u t e r  i s  r e q u i r e d  t o  

e x e c u t e  a  c e r t a i n  number o f  t i m e - c r i t i c a l  c o n t r o l  and  

m o n i t o r i n g  f u n c t i o n s ,  in  r e s p o n s e  t o  p e r i o d i c  e x t e r n a l  

s i g n a l s .  I t  i s  e s s e n t i a l  t h a t  e a c h  s u c h  f u n c t i o n  i s  

c o m p l e t e l y  e x e c u t e d  w i t h i n  a  s p e c i f i e d  i n t e r v a l  o f  t i m e  

f o l l o w i n g  t h e  o c c u r r e n c e  o f  t h e  s i g n a l  t h a t  c a u s e s  t h e  

i n i t i a t i o n  o f  t h e  f u n c t i o n .  F a i l u r e  t o  do s o  may r e s u l t  i n  

an  i r r e p a r a b l e  l o s s .  Some e x a m p l e s  o f  s u c h  s y s t e m s  

a r e [ 1 , 2 ] ;

-  a  s y s t e m  t o  c o n t r o l  t h e  o p e r a t i o n  o f  a  c h e m i c a l  

p l a n t .

-  a  s y s t e m  f o r  m o n i t o r i n g  a  d e f e n s e  n e t w o r k .

-  a  s y s t e m  f o r  t r a c k i n g  a m i s s i l e  a n d  p r e d i c t i n g  i t s  

i m p a c t  p o i n t .

-  a  s y s t e m  f o r  m o n i t o r i n g  s p a c e  f l i g h t s .

1



T he  c o m p u t e r s  d e d i c a t e d  f o r  t h i s  p u r p o s e  h a v e  b e e n  

t e r m e d  " p r o c e s s  c o n t r o l  c o m p u t e r s " .  A p r o c e s s  c o n t r o l  

c o m p u t e r  p e r f o r m s  a  c e r t a i n  n u m b e r  o f ,  p e r i o d i c a l l y  

o c c u r r i n g ,  c o n t r o l  and  m o n i t o r i n g  f u n c t i o n s .  We c a l l  e a c h  

s u c h  f u n c t i o n  a  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k .

A p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k ,  i n  a  r e a l - t i m e  

e n v i r o n m e n t ,  c o n s i s t s  o f  an  i n f i n i t e  s e q u e n c e  o f  r e q u e s t s  

a r i s i n g  a t  f i x e d  i n t e r v a l s  o f  t i m e .  A s s o c i a t e d  w i t h  e a c h  

r e q u e s t  t h e r e  i s  an  i n i t i a t i o n  t i m e ,  a  c o m p u t a t i o n  t i m e ,  

a n d  a  d e a d l i n e  f o r  t h e  c o m p l e t i o n  o f  i t s  c o m p u t a t i o n .  The  

r e q u e s t s  o f  a  t a s k  a r e  i n i t i a t e d  p e r i o d i c a l l y  by m eans  o f  

some e x t e r n a l  s i g n a l s .  The c o m p u t a t i o n  f o r  a n y  r e q u e s t  

c a n n o t  s t a r t  b e f o r e  t h e  o c c u r r e n c e  o f  t h e  s i g n a l  t h a t  

i n i t i a t e s  i t .  The d e a d l i n e  o f  e a c h  r e q u e s t  o f  a  t a s k  c a n  

be  no  l a t e r  t h a n  t h e  i n i t i a t i o n  o f  t h e  n e x t  r e q u e s t  o f  t h e  

same t a s k .  F a i l i n g  t o  m e e t  t h e  d e a d l i n e  o f  a  r e q u e s t  

c a u s e s  i r r e p a r a b l e  dam age ,  c a t e g o r i z i n g  t h e  e n v i r o n m e n t  a s  

" h a r d - r e a l - t i m e " [31 i n  c o n t r a s t  t o  " s o f t - r e a l - t i m e "  w h e r e  a 

s t a t i s t i c a l  d i s t r i b u t i o n  o f  r e s p o n s e  t i m e s  i s  a c c e p t a b l e .  

The p o i n t i n g  o f  a n  a n t e n n a  t o  t r a c k  a s p a c e c r a f t  i n  i t s  

o r b i t  i s  a n  e x a m p l e  o f  s u c h  a t a s k .  I n  t h i s  e x a m p le  t h e  

g o a l  i s  t o  h a v e  t h e  a n t e n n a  c o n t i n u o u s l y  p o i n t i n g  a t  t h e  

s p a c e c r a f t ,  w h i c h  i s  m ov ing  i n  i t s  o r b i t  a t  a known s p e e d .  

I n  o r d e r  t o  a c c o m p l i s h  t h i s ,  r e q u e s t s  t o  a d j u s t  t h e  a n t e n n a  

m u s t  be  made p e r i o d i c a l l y ,  o n e  r e q u e s t  e v e r y  some f i x e d  

i n t e r v a l  o f  t i m e .  Each  s u c h  r e q u e s t  a d j u s t s  t h e  p o i n t i n g



o f  t h e  a n t e n n a  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  p r e v i o u s  a d j u s t m e n t .  

T h e r e f o r e ,  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  e a c h  r e q u e s t  m u s t  f i n i s h  

b e f o r e  t h e  n e x t  r e q u e s t  a r r i v e s .

R e c e n t  p r o g r e s s  i n  h a r d w a r e  t e c h n o l o g y  and c o m p u t e r  

a r c h i t e c t u r e  h a s  l e d  t o  t h e  d e s i g n  and  c o n s t r u c t i o n  o f  

c o m p u t e r  s y s t e m s  t h a t  c o n t a i n  a  l a r g e  num ber  o f  p r o c e s s o r s .  

B e c a u s e  o f  t h e i r  c a p a b i l i t y  o f  e x e c u t i n g  s e v e r a l  t a s k s  

s i m u l t a n e o u s l y ,  i t  i s  b o t h  o f  p r a c t i c a l  an d  t h e o r e t i c a l  

i m p o r t a n c e  t o  i n v e s t i g a t e  how t o  make b e s t  u s e  o f  m u l t i 

p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m s  f o r  t h e  t y p e  o f  t a s k s  b e i n g  

c o n s i d e r e d .

E f f i c i e n t  u t i l i z a t i o n  o f  c o m p u t e r s  i n  t h i s  t y p e  o f  

e n v i r o n m e n t  can  o n l y  be a c h i e v e d  by a c a r e f u l  s c h e d u l i n g  o f  

t h e s e  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k s .  T h i s  f a c t  m o t i v a t e d  

o u r  i n t e r e s t  t o  w o rk  on t h i s  p r o b l e m .



1 . 2  D e f i n i t i o n  o f  t h e  P r o b l e m :

A p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k  i n  g e n e r a l  c a n  be  

c h a r a c t e r i z e d  by  t h e  q u a d r u p l e  ( c , t ,  s ,  d ) , w i t h  0 < c < d 

^  t .  I n  t h i s  c h a r a c t e r i z a t i o n ,  t a s k  T makes  a r e q u e s t  f o r  

c u n i t s  o f  c o m p u t a t i o n  e v e r y  t  u n i t s  o f  t i m e .  The  f i r s t  

r e q u e s t  o f  t a s k  T i s  made a t  t i m e  s ,  and  t h e r e a f t e r  a t  

t i m e s  s + K t ,  (K = 1 , 2 ,  . . .  ) .  The d e a d l i n e  f o r  t h e  K th  

r e q u e s t  o f  t a s k  T i s  s + (K - 1 ) t  + d .

A s e t  o f  m p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k s  can  b e  

c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  q u i n t u p l e  | c ^ |  , | t ^ |  , j s ^ }

jd^l  ) ,  w h e r e  e a c h  T^ ( 1 £  i  _< m) i s  a  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  

t a s k .

The s c h e d u l i n g  p r o b l e m  f o r  a  s e t  o f  s u c h  t a s k s  i s  t o  

p r o d u c e  a  s c h e d u l e  a c c o r d i n g  t o  w h i c h  a l l  r e q u e s t s  o f  a l l  

t a s k s  i n  t h e  s e t  c a n  be e x e c u t e d  t o  m e e t  t h e i r  r e s p e c t i v e  

d e a d l i n e s .

The r e s u l t s  o b t a i n e d ,  so  f a r ,  f o r  t h e  g e n e r a l  p r o b l e m  

o f  s c h e d u l i n g  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k s  a r e  n o t  t h a t  

s i g n i f i c a n t [ 4 - 6 1 .  B u t ,  an  i n t e r e s t i n g  v a r i a t i o n  o f  t h i s  

p r o b l e m  i s  o b t a i n e d  by m a k in g  t h e  a s s u m p t i o n  t h a t  d^ = t ^  

f o r  a l l  1 < i  < m [7 -1 0 1  .

We make t h e  f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s  a b o u t  t h e  t y p e  o f  t a s k s  

t o  be  c o n s i d e r e d :

1 .  The  r e q u e s t s  o f  e a c h  t a s k  a r e  p e r i o d i c ,  w i t h  c o n s t a n t  

i n t e r v a l s  b e t w e e n  r e q u e s t s .



2 .  D e a d l i n e s  c o n s i s t  o f  r u n a b i l i t y  c o n s t r a i n t s  o n l y ,  

i . e .  e a c h  r e q u e s t  m u s t  b e  c o m p l e t e d  b e f o r e  t h e  n e x t  

r e q u e s t  o f  t h e  same t a s k .

3 .  T h e  t a s k s  a r e  i n d e p e n d e n t  i n  t h a t  t h e  r e q u e s t s  o f  a 

t a s k  do n o t  d e p e n d  o n  t h e  i n i t i a t i o n  o r  t h e  

c o m p l e t i o n  o f  t h e  r e q u e s t s  o f  t h e  o t h e r  t a s k s .

4 .  C o m p u t a t i o n  t i m e  f o r  t h e  r e q u e s t s  o f  a  t a s k  i s  

c o n s t a n t  f o r  t h e  t a s k .  C o m p u t a t i o n  t i m e  h e r e  r e f e r s  

t o  t h e  t i m e  a p r o c e s s o r  t a k e s  t o  e x e c u t e  t h e  r e q u e s t  

w i t h o u t  i n t e r r u p t i o n .

T h e s e  a s s u m p t i o n s  a l l o w  t h e  c o m p l e t e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  a 

t a s k  b y  two n u m b e rs ;  i t s  r e q u e s t  p e r i o d  a n d  i t s  c o m p u t a t i o n  

t i m e .  We w i l l  d e n o t e  a t a s k  T by  t h e  o r d e r e d  p a i r  ( c , t ) ,  

w h e r e  c i s  t h e  c o m p u t a t i o n  t i m e  a n d  t  i s  t h e  r e q u e s t  

p e r i o d . The r a t i o  1 / t  i s  c a l l e d  t h e  r e q u e s t  r a t e , a n d  t h e  

r a t i o  c / t ,  d e n o t e d  by  u ,  i s  c a l l e d  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  

o f  t h e  t a s k .

The  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  a s e t  o f  p e r i o d i c - t i m e -  

c r i t i c a l  t a s k s  i s  t h e  sum o f  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  a l l  

t a s k s  i n  t h e  s e t .  N o t i c e  t h a t  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  a 

t a s k  i s  t h e  f r a c t i o n  o f  t h e  p r o c e s s o r  t i m e  t a k e n  up by  t h e  

t a s k .

F i g u r e  1 .1  shows  a  t i m i n g  d i a g r a m  r e p r e s e n t i n g  t h e  

s c h e d u l e  o f  t h e  f i r s t  4 r e q u e s t s  o f  a p e r i o d i c - t i m e -  

c r i t i c a l  t a s k .  T h i s  t a s k  m akes  a r e q u e s t  f o r  2 u n i t s  o f  

c o m p u t a t i o n  e v e r y  5 u n i t s  o f  t i m e .  The d e a d l i n e  o f  each



T = ( 2 ,  5) 

u  = 2 / 5

(^T T iputation Time

F . m
9 10 n  12 13 14 15 16 17 18 19 20

R e q u e s t  P e r i o d

F i g u r e  1 . 1 :  A t i m i n g  d i a g r a m  r e p r e s e n t i n g  t h e  s c h e d u l e  o f

a p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k  on a s i n g l e  

p r o c e s s o r



r e q u e s t  i s  t h e  i n i t i a t i o n  o f  t h e  n e x t  r e q u e s t .  The s e r v i c e  

t o  e a c h  r e q u e s t  c a n  be  g i v e n  a t  a n y  t i m e  a n d  i n  a n y  fo rm  

w i t h i n  t h e  s p a n  o f  t h e  p e r i o d ,  a s  shown i n  F i g u r e  1 . 1 .  The 

r e q u e s t  r a t e  o f  t h i s  t a s k  i s  1 /5  a n d  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  

o f  t h i s  t a s k  i s  2 / 5 .



1 . 3  T e r m i n o l o g y  :

A s c h e d u l e  f o r  a  s e t  o f  t a s k s  s p e c i f i e s  t h e  t i m e  

i n t e r v a l ( s )  d u r i n g  w h i c h  t h e  v a r i o u s  r e q u e s t s  o f  t h e  t a s k s  

w i l l  b e  e x e c u t e d .  A s c h e d u l e  w h ic h  m e e t s  t h e  d e a d l i n e s  o f  

a l l  t h e  r e q u e s t s  o f  a l l  t h e  t a s k s  i s  c a l l e d  a f e a s i b l e  

s c h e d u l e  f o r  t h e  s e t  o f  t a s k s .  A n o t h e r  way o f  d e s c r i b i n g  a 

s c h e d u l e  i s  t o  s p e l l  o u t  t h e  r u l e s  w h i c h  d e t e r m i n e  w h e r e  

t h e  r e q u e s t s  o f  a n y  t a s k  i n  t h e  s e t  w i l l  b e  e x e c u t e d .  A 

s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  i s  a  s e t  o f  r u l e s  t h a t  d e t e r m i n e s  a 

s c h e d u l e  f o r  a n y  s e t  o f  t a s k s  t o  w h i c h  t h e  a l g o r i t h m  i s  

a p p l i c a b l e .  We s a v  t h a t  a s e t  o f  t a s k s  c a n  b e  f e a s i b l y  

s c h e d u l e d  b y  a  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m ( o r  a l g o r i t h m ) ,  i f  t h e  

a l g o r i t h m  p r o d u c e s  a f e a s i b l e  s c h e d u l e  f o r  t h e  s e t .  A s e t  

o f  t a s k s  i s  s a i d  t o  f u l l y  u t i l i z e  a p r o c e s s o r  a c c o r d i n g  t o  

a  c e r t a i n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m ,  i f  t h e  s e t  o f  t a s k s  c a n  b e  

f e a s i b l y  s c h e d u l e d  by  t h a t  a l g o r i t h m  and i n c r e a s i n g  t h e  

c o m p u t a t i o n  t i m e  o f  a n y  one  o f  t h e  t a s k s  i n  t h e  s e t  w ou ld  

c a u s e  t h e  a l g o r i t h m  n o t  t o  p r o d u c e  a f e a s i b l e  s c h e d u l e  f o r  

t h e  s e t .  F o r  a  g i v e n  a l g o r i t h m ,  t h e  minimum a c h i e v a b l e  

p r o c e s s o r  u t i l i z a t i o n  i s  t h e  minimum o f  t h e  u t i l i z a t i o n  

f a c t o r  o v e r  a l l  t a s k  s e t s  t h a t  f u l l y  u t i l i z e  t h e  p r o c e s s o r .

T h i s  means  t h a t  a n y  s e t  o f  t a s k s  w h o se  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  

i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  t h e  minimum a c h i e v a b l e  u t i l i z a t i o n  

c a n  a l w a y s  b e  s c h e d u l e d  by t h e  c o r r e s p o n d i n g  a l g o r i t h m .  

S e t s  o f  t a s k s  w i t h  l a r g e r  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  may o r  may n o t  

be  s c h e d u l e d  b y  t h e  c o r r e s p o n d i n g  a l g o r i t h m .  T h u s ,  a



p o s s i b l e  m e a s u r e  o f  t h e  " e f f e c t i v e n e s s "  o f  a  s c h e d u l i n g

a l g o r i t h m  i s  t h e  minimum a c h i e v a b l e  p r o c e s s o r  u t i l i z a t i o n  

o f  t h e  a l g o r i t h m .  O t h e r  t h i n g s  b e i n g  e q u a l ,  an  a l g o r i t h m  

w h i c h  h a s  h i g h e r  minimum a c h i e v a b l e  p r o c e s s o r  u t i l i z a t i o n  

i s  n a t u r a l l y  m o re  e f f e c t i v e ,  s i n c e  i t  e n l a r g e s  t h e  s e t  o f  

f e a s i b l y  s c h e d u l e a b l e  t a s k  s e t s .

The p r o b l e m  o f  d e v i s i n g  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  f o r  t h e s e  

t y p e  o f  t a s k s  h a s  a t t r a c t e d  t h e  a t t e n t i o n  o f  many

r e s e a r c h e r s [ 4 - 1 0 1 .  S c h e d u l i n g  a l g o r i t h m s  c o n s i d e r e d  f o r  

t h i s  p r o b l e m  h a v e  been  r e s t r i c t e d  t o  p r e e m p t i v e  p r i o r i t y  

d r i v e n  a l g o r i t h m s . I n  t h e s e  a l g o r i t h m s ,  a  c u r r e n t l y

r u n n i n g  t a s k  o f  l o w e r  p r i o r i t y  w i l l  b e  t a k e n  o f f  t h e  

p r o c e s s o r  w h e n e v e r  t h e r e  i s  a  r e q u e s t  f ro m  a h i g h e r

p r i o r i t y  t a s k ,  e v e n  t h o u g h  t h e  r e q u e s t  o f  t h e  l o w e r

p r i o r i t y  t a s k  h a s  n o t  b e e n  c o m p l e t e d .  T h e  i n t e r r u p t e d  t a s k  

i s  r e s u m e d  l a t e r  o n .  T h e s e  p r i o r i t y  d r i v e n  s c h e d u l i n g  

a l g o r i t h m s  c a n  be c l a s s i f i e d  i n t o  two c a t e g o r i e s :  s t a t i c

p r i o r i t y  a l g o r i t h m s , and  dynamic  p r i o r i t y  a l g o r i t h m s . A.

s t a t i c ( o r  f i x e d )  p r i o r i t y  a l g o r i t h m  i s  o n e  i n  w h i c h

p r i o r i t i e s  a r e  a s s i g n e d  t o  t a s k s  f i r s t ,  a c c o r d i n g  t o  some

m e c h a n i s m ,  a n d  t h e n  s c h e d u l i n g  b e g i n s .  D u r i n g  t h e  p r o c e s s  

o f  s c h e d u l i n g ,  a l l  r e q u e s t s  of  a  t a s k  o f  h i g h e r  p r i o r i t y

h a v e  p r e c e d e n c e  o v e r  a l l  r e q u e s t s  o f  a  t a s k  of  l o w e r

p r i o r i t y .  To g e t  some f e e l i n g  a b o u t  a s t a t i c  p r i o r i t y

a l g o r i t h m ,  l e t  u s  c o n s i d e r  an e x a m p l e .  S u p p o s e  we h a v e  a

s e t  o f  two t a s k s  T-| and T 2  t o  be  s c h e d u l e d  on  a s i n g l e -
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p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m ,  w i t h  c^ = 1,  t - | = 2 ,  an d  C £ = 2 ,

t 2 = 5 .  I f  we l e t  be  t h e  h i g h e r  p r i o r i t y  t a s k ,  t h e n  a l l  

r e q u e s t s  o f  t a s k  T-| h a v e  a p r i o r i t y  o v e r  a n y  r e q u e s t  o f  %2 . 

From F i g u r e  1 . 2 ( a )  we s e e  t h a t  s u c h  a  p r i o r i t y  a s s i g n m e n t  

i s  f e a s i b l e .  B u t  i f  we l e t  T2  b e  t h e  h i g h e r  p r i o r i t y  t a s k ,  

t h e n  f r o m  F i g u r e  1 . 2 ( b )  we s e e  t h a t  s u c h  a p r i o r i t y  

a s s i g n m e n t  i s  n o t  f e a s i b l e .

A d y n a m i c  p r i o r i t y  a l g o r i t h m ,  on t h e  o t h e r  h a n d ,  i s  

o n e  i n  w h i c h  t h e  p r i o r i t y  o f  a  t a s k  i s  a  f u n c t i o n  o f  t i m e  

a n d  h e n c e  i t  may v a r y  f rom  one  r e q u e s t  t o  a n o t h e r ,  and e v e n  

d u r i n g  d i f f e r e n t  t i m e s  o f  t h e  same r e q u e s t .  We w i l l  s e e  

o n e  s u c h  a l g o r i t h m  i n  t h e  n e x t  S e c t i o n .

As we m e n t i o n e d  b e f o r e ,  e a c h  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  

t a s k  makes  a n  i n f i n i t e  number  o f  r e q u e s t s .  By h a v i n g  t h i s  

f a c t  i n  m i n d ,  how c a n  we t e l l  w h e t h e r  a  p a r t i c u l a r  s c h e d u l e  

m e e t s  t h e  d e a d l i n e  o f  a l l  t h e  r e q u e s t s  o f  a l l  t h e  t a s k s  i n  

t h e  s e t ?  I n  o t h e r  w o r d s ,  how c a n  we d e c i d e  w h e t h e r  t h e  

s c h e d u l e  p r o d u c e d  b y  a p a r t i c u l a r  p r i o r i t y  a l g o r i t h m  i s  

f e a s i b l e ?  L i u  an d  L a y l a n d [ 7 ]  a n s w e r e d  t h i s  q u e s t i o n .  

T h e i r  r e s u l t  i s  d e s c r i b e d  i n  Theorem  1 . 1 .  B u t  b e f o r e  we

g e t  t o  t h e  t h e o r e m ,  l e t  us  d e f i n e  some t e r m s .

The  r e s p o n s e  t i m e  o f  t h e  r e q u e s t  o f  a  t a s k  i s  d e f i n e d

t o  be t h e  t i m e  s p a n  b e t w e e n  t h e  t i m e  t h e  r e q u e s t  i s  made

a n d  t h e  t i m e  a t  w h i c h  t h e  c o m p u t a t i o n  o f  t h e  r e q u e s t  h a s  

j u s t  f i n i s h e d .  A c r i t i c a l  i n s  t a n t  f o r  a t a s k  i s  d e f i n e d  t o  

b e  an  i n s t a n t  a t  w h i c h  t h e  r e q u e s t  f o r  t h a t  t a s k  w i l l  h a v e
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Ti  = ( 1 ,  2)

Tg = ( 2 ,  5)

0

0 1 2 3 4 5

(a )  I f  T-j i s  t h e  h i g h e r  p r i o r i t y  t a s k ,

f a u l t

0 1 2 3 4 5 6

0 1 2 3 4 5

(b) I f  I 2 i s  t h e  h i g h e r  p r i o r i t y  t a s k ,

F i g u r e  1 . 2 :  S c h e d u l e s  f o r  two t a s k s  on a s i n g l e  p r o c e s s o r

w i t h  d i f f e r e n t  p r i o r i t y  a s s i g n m e n t .



1 2

t h e  l a r g e s t  p o s s i b l e  r e s p o n s e  t i m e .  T h e r e f o r e ,  t h e

s c h e d u l e  p r o d u c e d  by a  p r i o r i t y  a l g o r i t h m  w i l l  m e e t  t h e

d e a d l i n e  o f  a l l  t h e  r e q u e s t s  o f  a  t a s k  i f  and  o n l y  i f  i t  

m e e t s  t h e  d e a d l i n e  o f  a  r e q u e s t  made a t  a  c r i t i c a l  i n s t a n t  

o f  t h a t  t a s k .

T h e o re m  1 . 1 : [71 A c r i t i c a l  i n s t a n t  f o r  a n y  t a s k

o c c u r s  w h e n e v e r  t h e  t a s k  i s  r e q u e s t e d  s i m u l t a n e o u s l y  w i t h  

r e q u e s t s  f o r  a l l  h i g h e r  p r i o r i t y  t a s k s .

The  p r o o f  o f  Theorem 1 .1 f o l l o w s  f r o m  t h e  f a c t  t h a t ,  

i n  a  p r i o r i t y  d r i v e n  a l g o r i t h m ,  t h e  p r o c e s s i n g  o f  a  r e q u e s t  

o f  a  t a s k  c a n  o n l y  be d e l a y e d  by r e q u e s t s  o f  h i g h e r

p r i o r i t y  t a s k s .  T h u s ,  t h e  maximum d e l a y  o c c u r s  when a 

r e q u e s t  o f  a t a s k  i s  made s i m u l t a n e o u s l y  w i t h  a  r e q u e s t  o f

a l l  h i g h e r  p r i o r i t y  t a s k s .

I f  a l l  t h e  t a s k s  make t h e i r  f i r s t  r e q u e s t  a t  t i m e

z e r o ,  t h e n  t i m e  z e r o  w i l l  be a  c r i t i c a l  i n s t a n t  f o r  a l l  t h e  

t a s k s  i n  t h e  s e t .  T h e r e f o r e ,  when a l l  t a s k s  make t h e i r  

f i r s t  r e q u e s t  a t  t i m e  z e r o ,  i f  t h e  s c h e d u l e  p r o d u c e d  by a 

p r i o r i t y  a l g o r i t h m  m e e t s  t h e  d e a d l i n e  o f  t h e  f i r s t  r e q u e s t  

o f  a l l  t h e  t a s k s  i n  t h e  s e t ,  t h a t  s c h e d u l e  i s  f e a s i b l e .  

B e c a u s e  o f  t h i s  f a c t ,  t h e  s c h e d u l e  shown i n  F i g u r e  1 . 2 ( a )

w i l l  m e e t  t h e  d e a d l i n e  o f  a l l  t h e  r e q u e s t s  o f  b o t h  t a s k s .

We c a l l  a  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  o n - l i n e , i f  i t

s c h e d u l e s  t a s k s  as  t h e y  a r r i v e .  I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  t a s k s  

a r e  a v a i l a b l e  one  a t  a t i m e ,  and  t h e  a l g o r i t h m  s c h e d u l e s
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e a c h  t a s k  b e f o r e  t h e  n e x t  o n e  becomes  a v a i l a b l e .  I n  

c o n t r a s t ,  we c a l l  a s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  o f f - l i n e , i f  i t  

h a s  t o  h a v e  a l l  t h e  t a s k s  a v a i l a b l e  b e f o r e h a n d .  By t h i s  

d e f i n i t i o n ,  a l l  t h e  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m s  t h a t  h a v e  t o  s o r t  

t h e  s e t  o f  t a s k s  b e f o r e  s c h e d u l i n g  them,  a r e  i n  t h e  

c a t e g o r y  o f  o f f - l i n e  a l g o r i t h m s .
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1 .4  D i s s e r t a t i o n  C o n t e n t s  ;

I n  C h a p t e r  I I  we g i v e  a  s u r v e y  o f  p r e v i o u s  w ork  on 

s c h e d u l i n g  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k s .  T h i s  C h a p t e r  

a c t u a l l y  p r e p a r e s  u s  f o r  p r e s e n t i n g  t h e  r e s u l t s  g i v e n  i n  

c h a p t e r s  I I I  a n d  IV. We f i r s t  g i v e  a  s u r v e y  o f  t h e  

a l g o r i t h m s  a v a i l a b l e  f o r  s c h e d u l i n g  t h i s  t y p e  o f  t a s k s  on 

s i n g l e  p r o c e s s o r  s y s t e m s ,  an d  t h e n  t a l k  a b o u t  t h e  p r o b l e m  

o f  s c h e d u l i n g  t h i s  t y p e  o f  t a s k s  on m u l t i p r o c e s s o r  s y s t e m s .  

I t  i s  shown i n  t h i s  c h a p t e r  t h a t  t h e  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m s  

w h ic h  w o r k e d  w e l l  f o r  s i n g l e  p r o c e s s o r  s y s t e m s  do n o t  

p e r f o r m  a s  w e l l  f o r  m u l t i p r o c e s s o r  s y s t e m s .  An a l t e r n a t i v e  

a p p r o a c h  w o u l d  b e  t o  f i r s t  p a r t i t i o n  t a s k s  i n t o  d i f f e r e n t  

g r o u p s ,  a n d  t h e n  s c h e d u l e  t h e  t a s k s  i n  e a c h  g r o u p  on one  

p r o c e s s o r  u s i n g  o n e  o f  t h e  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m s  a v a i l a b l e  

f o r  s i n g l e  p r o c e s s o r  s y s t e m s .  We show t h a t  t h e  s c h e d u l i n g  

a l g o r i t h m  t o  be  u s e d  t o  s c h e d u l e  e a c h  g r o u p  o f  t a s k s  

i n f l u e n c e s  t h e  p a r t i t i o n i n g  p r o c e s s .

I n  C h a p t e r  I I I  we f i r s t  p r o v e  t h a t  t h e  p r o b l e m  o f  

p a r t i t i o n i n g  a  s e t  o f  t a s k s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  b e s t  s t a t i c  

p r i o r i t y  d r i v e n  a l g o r i t h m ,  a v a i l a b l e  f o r  s c h e d u l i n g  t a s k s  

on  s i n g l e  p r o c e s s o r  s y s t e m s ,  i s  N P - h a r d .  We t h e n  p r e s e n t  

a n  o f f - l i n e  h e u r i s t i c  a l g o r i t h m  f o r  t h i s  p r o b l e m  a n d  

a n a l y z e  i t s  p e r f o r m a n c e  an d  c o m p l e x i t y .
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I n  C h a p t e r  IV we p r e s e n t  two o n - l i n e  h e u r i s t i c  

a l g o r i t h m s  f o r  t h e  same p r o b l e m ,  a n d  a n a l y z e  t h e i r  

p e r f o r m a n c e  a n d  c o m p l e x i t y .

F i n a l l y ,  i n  C h a p t e r  V we g i v e  some c o n c l u d i n g  r e m a r k s  

a b o u t  o u r  w o r k .



CHAPTER I I

A SURVEY OF PREVIOUS WORK

2.1  S c h e d u l i n g  T a s k s  on  a  S i n g l e - P r o c e s s o r  S y s t e m :

T h i s  p r o b l e m  w as  f i r s t  s t u d i e d  b y  L i u  a n d  L a y l a n d [ 7 ]  

a n d  S e r l i n [ 8 T • L i u  and  L a y l a n d  came u p  w i t h  two s c h e d u l i n g  

a l g o r i t h m s .  One was c a l l e d  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  

a l g o r i t h m  w h i c h  i s  a  s t a t i c  p r i o r i t y  a l g o r i t h m .  T h i s  

a l g o r i t h m  was r e f e r r e d  t o  a s  i n t e l l i g e n t  f i x e d  p r i o r i t y  

a l g o r i t h m  by  S e r l i n [ 8 1 .  A c c o r d i n g  t o  t h i s  a l g o r i t h m

p r i o r i t i e s  t o  t a s k s  a r e  a s s i g n e d  i n  d e c r e a s i n g  o r d e r  o f  

t h e i r  r e q u e s t  r a t e s ( o r  i n  i n c r e a s i n g  o r d e r  o f  t h e i r  r e q u e s t  

p e r i o d ) .  A t a s k  w i t h  h i g h e r  r e q u e s t  r a t e  i s  a s s i g n e d  

h i g h e r  p r i o r i t y  o v e r  a  t a s k  w i t h  l o w e r  r e q u e s t  r a t e ,  

r e g a r d l e s s  o f  t h e i r  c o m p u t a t i o n  t i m e .  T i e s  a r e  b r o k e n  

a r b i t r a r i l y .  As an  e x a m p l e ,  c o n s i d e r  a  s e t  o f  t h r e e  t a s k s  

T-| , T2  , a n d  T^ w i t h  t - |= 3 ,  ^ 2 ~^ * t g —5 ,  a n d  c 1 = 1  , c 2 ~ 2  , c 1 , 

t o  b e  s c h e d u l e d  on  a s i n g l e - p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m .  

S i n c e  T-| m a k e s  a r e q u e s t  e v e r y  3 u n i t s  o f  t i m e ,  T 2  makes  a 

r e q u e s t  e v e r y  7 u n i t s  o f  t i m e ,  a n d  Tg m akes  a r e q u e s t  e v e r y  

5  u n i t s  o f  t i m e ,  t h e r e f o r e  t h e  p r i o r i t y  o r d e r  a c c o r d i n g  t o  

t h e  r a t e - m o n o t o n i c  a l g o r i t h m  w o u ld  b e  (T-| , T g , T 2 ) .

16
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A f e a s i b l e  s c h e d u l e  p r o d u c e d  b y  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  

a l g o r i t h m  f o r  t h i s  s e t  o f  t a s k s  i s  shown i n  F i g u r e  2 . 1 .  

A l l  o f  t h e s e  t h r e e  t a s k s  make t h e i r  f i r s t  r e q u e s t  a t  t i m e  

z e r o .  S i n c e  t h e  s c h e d u l e  m e e t s  t h e  d e a d l i n e  o f  t h e  f i r s t  

r e q u e s t  o f  a l l  t h r e e  t a s k s ,  t h e r e f o r e ,  b y  Theo rem  1 . 1 ,  t h e  

s c h e d u l e  shown i n  F i g u r e  2 .1  i s  a  f e a s i b l e  s c h e d u l e .

R e c a l l  t h a t  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  a  t a s k  i s  t h e  

f r a c t i o n  o f  t h e  p r o c e s s o r  t i m e  t a k e n  by  t h e  t a s k .  

T h e r e f o r e ,  f o r  a  s e t  o f  t a s k s  t o  b e  f e a s i b l y  s c h e d u l a b l e  on  

a s i n g l e  p r o c e s s o r ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  i t s  u t i l i z a t i o n  

f a c t o r  be  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  1.  One may a s k  i f  t h i s  

c o n d i t i o n  i s  s u f f i c i e n t  f o r  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  a l g o r i t h m  t o  

p r o d u c e  a f e a s i b l e  s c h e d u l e .  U n f o r t u n a t e l y ,  a s  t h e

f o l l o w i n g  e x a m p l e  s h o w s ,  t h i s  i s  n o t  t h e  c a s e .  C o n s i d e r  a 

s e t  o f  two t a s k s  T-| and  T^ w i t h  c ^ = 1  , t-j = 2 , and  C2 = 2 . 5 , 

t 2 = 5 . The t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  t h e s e  two t a s k s  i s  

1.  As shown i n  F i g u r e  2 . 2 ,  t h i s  s e t  o f  t a s k s  i s  n o t  

f e a s i b l e  u n d e r  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m ,  

s i m p l y  b e c a u s e  we a r e  n o t  a b l e  t o  m e e t  t h e  d e a d l i n e  o f  t h e  

f i r s t  r e q u e s t  o f  t a s k  Tp.  T h u s ,  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  1 i s  

n o t  a  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  f o r  a  s e t  o f  t a s k s  t o  be 

f e a s i b l e  u n d e r  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .  

W ha t ,  t h e n  i s  t h e  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n ?  L i u  and  L a y l a n d [ 7 1  

a n s w e r e d  t h i s  q u e s t i o n  by  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m .



18

Ti = ( 1  . 3)

T2  = ( 2 , 7)

T3  = ( 1 , 5)

p r i o r i t y o r d e r

m g
0 1 2 3 4 5 6  7

« m m
0 1 2 3 4 5 6  7

F i g u r e  2 . 1 :  A f e a s i b l e  s c h e d u l e  o f  t h r e e  t a s k s ,  p r o d u c e d

by  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .
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Ti  = (1 , 2)

T2 = ( 2 . 5 .  5) 

p r i o r i t y  o r d e r :  (T^ , T 2 )

5  6

f a u l t

F i g u r e  2 . 2 :  An e x a m p l e  o f  two t a s k s  w i t h  t o t a l  u t i l i z a t i o n

f a c t o r  o f  1 w h i c h  a r e  n o t  f e a s i b l e  u n d e r  t h e  

r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .
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T h e o re m  2 . 1 : [ 7 ]  A s e t  o f  m p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l

t a s k s  c a n  be  f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on  a  s i n g l e - p r o c e s s o r  

c o m p u t i n g  s y s t e m  by t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m ,  

i f  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  t h e  s e t  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  

t o  ^ ( 2 ^/™ - 1 ) ,  and t h i s  b o u n d  i s  t i g h t  i n  t h e  s e n s e  t h a t

f o r  e a c h  m, t h e r e  e x i s t s  a  s e t  o f  m t a s k s  w i t h  u t i l i z a t i o n  

f a c t o r  m ( 2 ^/™ - 1 ) w h i c h  f u l l y  u t i l i z e s  t h e  p r o c e s s o r .

By T h eo re m  A.1 o f  A p p e n d i x  A, t h e  v a l u e  o f  m(2^^® - 1 )

a p p r o a c h e s  Ln2 when m a p p r o a c h e s  i n f i n i t y .  I t  s h o u l d  be  

n o t e d  t h a t  Theorem 2 .1  p r o v i d e s  o n l y  a  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n  

f o r  a s e t  o f  m t a s k s  t o  b e  f e a s i b l y  s c h e d u l e d  by  t h e  r a t e -  

m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .  S e t s  o f  m t a s k s  w i t h  

u t i l i z a t i o n  f a c t o r  g r e a t e r  t h a n  m ( 2 ^/™ - 1 ) may o r  may n o t  

be  f e a s i b l y  s c h e d u l e d  by  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  

a l g o r i t h m .  The e x a m p le  i n  F i g u r e  2 . 1  shows t h a t  a  3 - t a s k  

s e t  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  g r e a t e r  t h a n  3 ( 2 ^ ^ ^  - 1 ) c a n  be  

s c h e d u l e d  f e a s i b l y ,  w h i l e  t h e  e x a m p l e  i n  F i g u r e  2 . 3  shows  

t h a t  a  3 - t a s k  s e t  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  g r e a t e r  t h a n  

3 ( 2 ^ / ^  - 1 ) c a n  n o t  be  s c h e d u l e d  f e a s i b l y .

L i u  an d  L a y l a n d [ 7 ]  a l s o  p r o v e d  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  

a b o u t  t h e  s t a t i c  p r i o r i t y  a l g o r i t h m s .
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Ti  = ( 1 ,  3)

T2 = (1 , 4)

T3 = ( 1 . 1 ,  5)

p r i o r i t y  o r d e r :  ( T i , T2 , T 3 )

'^'1

T2

0 1 2 3 4 5 6

f a u l t

0 1 2 3 4 5 6

F i g u r e  2 . 3 :  An e x a m p le  o f  a  3 - t a s k  s e t ,  w i t h  u t i l i z a t i o n

f a c t o r  g r e a t e r  t h a n  3 ( 2 ^ / ^  - 1 ) ,  w h i c h  i s  n o t  

f e a s i b l e  u n d e r  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  a l g o r i t h m .
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T h e o re m  2 . 2 : [7 ]  Among a l l  s t a t i c  p r i o r i t y  s c h e d u l i n g  

a l g o r i t h m s  f o r  s c h e d u l i n g  a s e t  o f  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l

t a s k s  on  a  s i n g l e - p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m ,  t h e  r a t e -  

m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  i s  a  b e s t  o n e  in  t h e  s e n s e  

t h a t  i f  a  s e t  o f  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k s  c a n  b e  

f e a s i b l y  s c h e d u l e d  by  any s t a t i c  p r i o r i t y  a l g o r i t h m ,  t h e n  

t h i s  s e t  c a n  a l s o  be s c h e d u l e d  by  t h e  r a t e - m o n o t o n i c

s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .

The o t h e r  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  c o n s i d e r e d  by L i u  an d

L a y l a n d [ 7 1  was c a l l e d  t h e  d e a d l i n e  d r i v e n  s c h e d u l i n g

a l g o r i t h m . T h i s  a l g o r i t h m  a s s i g n s  p r i o r i t i e s  t o  r e q u e s t s  

o f  t a s k s  a c c o r d i n g  t o  t h e i r  d e a d l i n e s ,  w i t h  t h e  h i g h e s t

p r i o r i t y  b e i n g  g i v e n  to  t h e  r e q u e s t  whose  d e a d l i n e  i s  t h e

e a r l i e s t .  I f  s e v e r a l  r e q u e s t s  h a v e  t h e  same d e a d l i n e s ,

t h e n  t h e  t i e  i s  b r o k e n  in  an a r b i t r a r y  m a n n e r .

As an  e x a m p le  c o n s i d e r  a  s e t  o f  two t a s k s  T-j and  T 2  

w i t h  t - | = 2 ,  ^ 2 = 5 , and  c-]=1, C2 = 2 . 5 . A f e a s i b l e  s c h e d u l e

p r o d u c e d  by  t h e  d e a d l i n e  d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  f o r  

t h e s e  two t a s k s  i s  shown i n  F i g u r e  2 . 4 .  T h i s  i s  t h e  same 

s e t  o f  t a s k s  w h i c h  was n o t  f e a s i b l e  u n d e r  t h e  r a t e -  

m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m ,  shown i n  F i g u r e  2 . 2 .  The 

r e a s o n  i t  i s  f e a s i b l e  in  t h i s  c a s e  i s  t h a t  when t h e  t h i r d  

r e q u e s t  o f  T-| a r r i v e s  a t  t i m e  4 ,  i t s  d e a d l i n e  i s  f u r t h e r  

t h a n  t h e  d e a d l i n e  o f  t h e  f i r s t  r e q u e s t  o f  T p . T h e r e f o r e ,
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Ti  = (1 , 2)

Tg = ( 2 . 5 .  5)

W M

F i g u r e  2 . 4 :  A f e a s i b l e  s c h e d u l e  o f  two t a s k s  u n d e r  t h e

d e a d l i n e  d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .
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a t  t i m e  4 ,  u n l i k e  i n  t h e  p r e v i o u s  c a s e ,  t h e  e x e c u t i o n  o f  

t a s k  Tp i s  n o t  i n t e r r u p t e d .  By d o i n g  s o ,  t h e  f i r s t  r e q u e s t  

o f  T2 , a s  w e l l  a s  t h e  t h i r d  r e q u e s t  o f  T-| , m e e t  t h e i r  

d e a d l i n e s ,  h e n c e  m a k in g  t h e  s c h e d u l e  shown i n  F i g u r e  2 . 4  a  

f e a s i b l e  s c h e d u l e .

T h e y  a l s o  came up  w i t h  t h e  f o l l o w i n g  r e s u l t  r e g a r d i n g  

t h e  d e a d l i n e  d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .

T h o e re m  2 . 3 : [71 A s e t  o f  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l

t a s k s  c a n  be  f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on a  s i n g l e - p r o c e s s o r

c o m p u t i n g  s y s t e m  b y  t h e  d e a d l i n e  d r i v e n  s c h e d u l i n g

a l g o r i t h m ,  i f  and  o n l y  i f  t h e  sun  o f  t h e  u t i l i z a t i o n

f a c t o r s  o f  a l l  t h e  t a s k s  i n  t h e  s e t  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  

t o  1 .

The d e a d l i n e  d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  i s  o p t i m a l

b e c a u s e  o f  t h e  f a c t  t h a t  f o r  a  s e t  o f  t a s k s  t o  b e  f e a s i b l y

s c h e d u l e d  on a s i n g l e  p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m  b y  any  

s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m ,  i t s  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  m u s t  be  l e s s  

t h a n  o r  e q u a l  t o  1 .

The  a b o v e  two a l g o r i t h m s  a r e  t h e  b e s t  r e s u l t s

o b t a i n e d ,  so  f a r ,  f o r  t h e  p r o b l e m  o f  s c h e d u l i n g  p e r i o d i c 

t i m e - c r i t i c a l  t a s k s  on  s i n g l e  p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m s .
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A l t h o u g h  d y n a m ic  p r i o r i t y  a l g o r i t h m s  a r e  i n  g e n e r a l  a 

m ore  e f f e c t i v e  way  o f  s c h e d u l i n g  t a s k s  t h a n  s t a t i c  p r i o r i t y  

a l g o r i t h m s ,  i t  i s  e a s y  t o  s e e  t h a t  t h e y  a r e  a l s o  m o re  

d i f f i c u l t  t o  i m p l e m e n t  and h e n c e  c a n  i n c u r  h i g h e r  s y s t e m  

o v e r h e a d  t h a n  s t a t i c  p r i o r i t y  a l g o r i t h m s .  M o r e o v e r ,  i t  i s  

p o s s i b l e  t o  i m p l e m e n t  s t a t i c  p r i o r i t y  a l g o r i t h m s  a t  t h e  

h a r d w a r e  l e v e l  by  t h e  u s e  o f  p r i o r i t y - i n t e r r u p t  m e c h a n i s m .  

T h u s ,  t h e  o v e r h e a d  i n v o l v e d  i n  s c h e d u l i n g  t a s k s  c a n  be  

r e d u c e  a l m o s t  t o  z e r o .
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2 . 2  S c h e d u l i n g  t a s k s  on m u l t i - p r o c e s s o r  s y s t e m s  :

One w o u l d  n a t u r a l l y  h o p e  t h a t  a  s i m p l e  e x t e n s i o n  o f  

t h e  a l g o r i t h m s  d e v e l o p e d  f o r  s i n g l e - p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  

s y s t e m s  w o u ld  g i v e  s a t i s f a c t o r y  r e s u l t s  when a p p l i e d  t o  

s c h e d u l i n g  t a s k s  on m u l t i - p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m s .  

U n f o r t u n a t e l y ,  as  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e  sh o w s ,  t h i s  d o e s  

n o t  t u r n  o u t  t o  be  t h e  c a s e .

A p r e e m p t i v e  p r i o r i t y  d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  f o r  

a  m u l t i - p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m  w orks  a s  f o l l o w s .  

P r i o r i t i e s  a r e  a s s i g n e d  t o  r e q u e s t s  o f  t a s k s  i n  t h e  s e t .  

Any t i m e  a  p r o c e s s o r  i s  f r e e ,  i t  i s  a s s i g n e d  t o  a n  a c t i v e  

r e q u e s t  w i t h  t h e  h i g h e s t  p r i o r i t y ,  a n d  a l s o  i f  a r e q u e s t  i s  

made a t  a n  i n s t a n c e  when a l l  t h e  p r o c e s s o r s  a r e  b u s y  and  

t h e r e  a r e  one  o r  more  r e q u e s t s  w i t h  l o w e r  p r i o r i t y  b e i n g  

e x e c u t e d  a t  t h a t  i n s t a n c e ,  t h e n  t h i s  r e q u e s t  p r e e m p t s  t h e  

r e q u e s t  w i t h  t h e  l o w e s t  p r i o r i t y .  T i e s  a r e  b r o k e n

a r b i t r a r i l y .

As i n  t h e  c a s e  o f  s i n g l e - p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m s ,  

t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  a s s i g n s  h i g h e r  

p r i o r i t i e s  t o  r e q u e s t s  o f  a t a s k  w i t h  a  h i g h e r  r e q u e s t  r a t e  

o v e r  r e q u e s t s  o f  a  t a s k  w i t h  a l o w e r  r e q u e s t  r a t e ,  a n d  t h e  

d e a d l i n e  d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  a s s i g n s  h i g h e r  

p r i o r i t y  t o  a  r e q u e s t  w hose  d e a d l i n e  i s  t h e  e a r l i e s t .  I n  

e a c h  c a s e  t i e s  a r e  b r o k e n  a r b i t r a r i l y .

E x a m p le  : C o n s i d e r  a  s e t  o f  t h r e e  t a s k s  T-| , T2  , and  Tg w i t h

c i  = C2 = 2 e ,  c g = l ,  a n d  t - | = t 2 = 1 , t g = 1 + e ,  f o r  some 0< e £ 1 / 4 ,  t o



27

be  s c h e d u l e d  on a 2 - p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m .  F i g u r e  2 . 5  

shows t h a t  t h i s  s e t  o f  t a s k s  i s  n o t  f e a s i b l e  on  a tw o-  

p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m  u n d e r  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  

s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .  The r e a s o n s  b e i n g :  At t i m e  z e r o  when 

a l l  t h r e e  t a s k s  make  t h e i r  f i r s t  r e q u e s t s ,  b o t h  p r o c e s s o r s  

P-j and  ? 2  a r e  f r e e .  S i n c e  T-j and  ? 2  h a v e  h i g h e r  p r i o r i t i e s  

o v e r  T g , we a s s i g n  t h e i r  f i r s t  r e q u e s t s  t o  and  ? 2  a t  

t i m e  z e r o ,  a n d  t h e i r  s e c o n d  r e q u e s t s  t o  P-| and  P£ a t  t i m e  

1 .  C o n s e q u e n t l y ,  b o t h  p r o c e s s o r s  w i l l  b e  o c c u p i e d  by t a s k s  

T-| and T2  d u r i n g  t h e  t i m e  i n t e r v a l s  [ 0 , 2 eT a n d  [ 1 , 1  + 2 e l ,  

l e a v i n g  a maximum o f  1 - 2 e u n i t s  o f  t i m e ,  on  e a c h  p r o c e s s o r ,  

f o r  t h e  f i r s t  r e q u e s t  o f  b e f o r e  i t s  d e a d l i n e  a t  1 + e .

S i n c e  a t  a n y  g i v e n  t i m e  o n l y  o n e  p r o c e s s o r  c a n  b e  w o r k i n g

on a g i v e n  r e q u e s t  o f  a  t a s k ,  t h e  d e a d l i n e  o f  t h e  f i r s t  

r e q u e s t  o f  Tg c a n n o t  be m e t .  T h u s ,  t h i s  s e t  o f  t a s k s  i s  

n o t  f e a s i b l e  on  a  t w o - p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m  u n d e r  t h e  

r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .

F i g u r e  2 . 6  shows t h a t  t h i s  s e t  o f  t a s k s  i s  n o t

f e a s i b l e  on a t w o - p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m  u n d e r  t h e

d e a d l i n e  d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  e i t h e r .  The r e a s o n  

b e i n g :  The  f i r s t  r e q u e s t  o f  T-| and T 2 , e a c h  w i t h  d e a d l i n e

1 , h a v e  h i g h e r  p r i o r i t y  o v e r  t h e  f i r s t  r e q u e s t  o f  Tg , w i t h  

d e a d l i n e  1 + e .  C o n s e q u e n t l y ,  b o t h  p r o c e s s o r s  w i l l  be  

o c c u p i e d  by  t a s k s  T-| and  T 2  d u r i n g  t h e  t i m e  i n t e r v a l  

r 0 , 2 e ] ,  l e a v i n g  a maximum o f  1 - e  u n i t s  o f  t i m e ,  on e a c h  

p r o c e s s o r ,  f o r  t h e  f i r s t  r e q u e s t  o f  Tg b e f o r e  i t s  d e a d l i n e
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Ti = ( 2 e .  1 )

% 2  = ( 2 e ,  1 )

T3  = ( 1 , 1 + e )

p r i o r i t y  o r d e r ;  ( T i , T 2 , T 3 )

1 - 2 ,

0 2 e 1

m
0 2 e

1 + 2 e

A-V

1 + e

F i g u r e  2 . 5 :  Exam ple  o f  a  s e t  o f  3 t a s k s  w h i c h  c a n  n o t  be

f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on  two p r o c e s s o r s  u n d e r  t h e  

r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .



Tt = ( 2 e .  1 ) 

T 2 =  ( 2 e , 1 )  

To = (1 , 1+e)
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2 e

1 +e2 e

F i g u r e  2 . 6 :  E x a m p le  o f  a  s e t  o f  3 t a s k s  w h i c h  c a n  n o t  be

f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on two p r o c e s s o r s  u n d e r  t h e  

d e a d l i n e  d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .
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a t  1 + e .  T h e r e f o r e ,  t h i s  s e t  o f  t a s k s  i s  n o t  f e a s i b l e  on  a 

2 - p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m  u n d e r  t h e  d e a d l i n e  d r i v e n  

s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  e i t h e r .

H ow e ve r ,  i f  Tg i s  g i v e n  t h e  h i g h e s t  p r i o r i t y ,  t h e n  

t h i s  s e t  o f  t a s k s  c a n  b e  f e a s i b l y  s c h e d u l e d  b y  a s t a t i c  

p r i o r i t y  a l g o r i t h m ,  a s  shown i n  F i g u r e  2 . 7 .

T h i s  e x a m p l e  show s  t h a t :  (1) t h e  r a t e - m o n o t o n i c

s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m ,  when a p p l i e d  t o  s c h e d u l i n g  a  s e t  o f  

t a s k s  on  a m u l t i - p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m ,  i s  no more 

o p t i m a l  a m o n g s t  a l l  f i x e d  p r i o r i t y  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m s ,  

and ( 2 ) t h e  d e a d l i n e  d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  i s  no 

more o p t i m a l  a m o n g s t  a l l  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m s  when a p p l i e d  

t o  m u l t i - p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m s .  T h e r e f o r e ,  i t  i s  

d e s i r a b l e  t o  l o o k  f o r  b e t t e r  s c h e d u l i n g  s t r a t e g i e s  t h a t  

w i l l  l e a d  t o  m o re  e f f i c i e n t  u s e  o f  m u l t i - p r o c e s s o r  

c o m p u t i n g  s y s t e m s .

The p r o b l e m  o f  d e v i s i n g  o p t i m a l  a l g o r i t h m s  t o  s c h e d u l e  

a s e t  o f  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k s  on  a f i x e d  num be r  o f  

p r o c e s s o r s  t u r n s  o u t  t o  b e  a  d i f f i c u l t  o n e .

An a l t e r n a t i v e  t o  t h i s  a p p r o a c h  i s  t o  f i r s t  p a r t i t i o n  

t a s k s  i n t o  d i f f e r e n t  g r o u p s ,  and  t h e n  s c h e d u l e  t h e  t a s k s  i n  

ea c h  g r o u p  on  o n e  p r o c e s s o r  a c c o r d i n g  t o  e i t h e r  o n e  o f  t h e  

above  a l g o r i t h m s .  The  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  t o  b e  a p p l i e d  

t o  t h e  i n d i v i d u a l  g r o u p s  i n  t h e  p a r t i t i o n  w i l l  i n f l u e n c e  

t h e  p a r t i t i o n i n g  p r o c e s s ,  b e c a u s e  e a c h  g r o u p  o f  t a s k s  m us t  

be  f e a s i b l y  s c h e d u l a b l e  on a s i n g l e  p r o c e s s o r  a c c o r d i n g  t o
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Ti = ( 2 e ,  1 )

Tg = ( 2 e .  1 )

T3  = ( 1  , 1 + e )

p r i o r i t y  o r d e r :  ( T 3 , , T 2 )

1+e0

12 e 4e0

F i g u r e  2 . 7 :  A f e a s i b l e  s c h e d u l e  o f  a  s e t  o f  3 t a s k s  on  two

p r o c e s s o r s  u n d e r  a f i x e d  p r i o r i t y  a l g o r i t h m .
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t h e  d e s i g n a t e d  a l g o r i t h m .  T h i s  r e d u c e s  t h e  p r o b l e m  t o  

f i n d i n g  a g o o d  p a r t i t i o n i n g  schem e  i n  o r d e r  t o  u s e  a

minimum n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s .

2.2.1 Partitioning with respect to the Deadline-Driven 
Scheduling Algorithm :

R e c a l l  t h a t  i f  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  a  s e t  o f

t a s k s  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  1 , t h e n  t h e  s e t  c a n  b e

f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on  a s i n g l e  p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m  

a c c o r d i n g  t o  t h e  d e a d l i n e - d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .  

H e n c e ,  t h e  p r o b l e m  o f  p a r t i t i o n i n g  a s e t  o f  t a s k s  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  d e a d l i n e - d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  r e d u c e s

t o  t h e  f am o u s  b i n - p a c k i n g  p r o b l e m [ 1 1  -171 , w h e r e  i t  i s

d e s i r e d  t o  p a c k  a s e t  o f  p a c k a g e s  i n t o  b i n s  o f  f i x e d  s i z e

so  t h a t  t h e  sum o f  t h e  s i z e s  o f  t h e  p a c k a g e s  i n  a b i n  d o e s

n o t  e x c e e d  t h e  s i z e  o f  t h e  b i n .  T h i s  c a n  b e  s e e n  by

i m a g i n i n g  a t a s k  a s  a p a c k a g e  o f  s i z e  e q u a l  t o  i t s

u t i l i z a t i o n  f a c t o r  a n d  a  p r o c e s s o r  a s  a b i n  o f  s i z e  1 .

T h u s ,  a l l  o f  t h e  r e s u l t s  known a b o u t  t h e  b i n - p a c k i n g  

p r o b l e m  c a n  a l s o  b e  a p p l i e d  i n  t h i s  c a s e .

The b i n - p a c k i n g  p r o b l e m  h as  b e e n  s t u d i e d  e x t e n s i v e l y  

s i n c e  t h e  e a r l y  1 9 7 0 s .  S i n c e  t h i s  p r o b l e m  h a s  b e e n  shown 

t o  b e  N P - c o m p l e t e [ 11 , 1 2 ]  , v a r i o u s  h e u r i s t i c  a l g o r i t h m s  h a v e  

b e e n  p r o p o s e d [ 1 3 - 1 7 ]  .

L e t  N* and  N(A) d e n o t e ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  n u m b e r  o f  

b i n s  n e e d e d  by  an  o p t i m a l  a l g o r i t h m  and  t h e  n u m b e r  o f  b i n s
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n e e d e d  by  a h e u r i s t i c  a l g o r i t h m  A t o  p a c k  a  g i v e n  l i s t  o f

p a c k a g e s .  T h e n ,  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f

a l g o r i t h m  A i s  d e f i n e d  a s  l i m  N (A ) /N * .  T h i s  r a t i o  i s
N*— oo

c u s t o m a r i l y  u s e d  t o  e v a l u a t e  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  a  h e u r i s t i c  

b i n - p a c k i n g  a l g o r i t h m .

T a b l e  2 . 1  s u m m a r i z e s  a l l  t h e  r e s u l t s  known a b o u t  o n e -  

d i m e n s i o n a l  b i n - p a c k i n g  p r o b l e m .

T a b l e  2 . 1 :  The R e s u l t s  o f  B i n - P a c k i n g  A l g o r i t h m s .

(n  = num be r  o f  p a c k a g e s  i n  t h e  l i s t .  

W .P .R .  = W o r s t - c a s e  P e r f o r m a n c e  R a t i o . )

a l g o r i t h m t i m e - c o m p l e x i t y W .P .R .

N e x t - F i t  [131 0 (n ) 2

F i r s t - F i t  [ 1 3 - 1 5 ] O ( n l o g n ) 1 7 / 1 0

B e s t - F i t  [ 1 3 - 1 5 ] O ( n l o g n ) 1 7 / 1 0

F i r s t - F i t - D e c r e a s i n g  [ 1 3 - 1 5 ] O ( n l o g n ) 1 1 /9

B e s t - F i t - D e c r e a s i n g  [ 1 3 - 1 5 ] O ( n l o g n ) 1 1 /9

R e f i n e d - F i r s t - F i t  [16 ] O ( n l o g n ) 5 / 3

R e f i n e d - F i r s t - F i t - D e c r e a s i n g  [ 1 6 ] O ( n l o g n ) 1 1 / 9  - e

H a r m o n ic  [17 ] 0 (n ) 1 . 6 9 2

R e f i n e d - H a r m o n i c  [1 7 ] 0 (n ) 1 . 6 3 6
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2.2.2 Partitioning with respect to the Rate-Monotonie 
Scheduling Algorithm;

The p r o b l e m  o f  p a r t i t i o n i n g  a s e t  o f  t a s k s  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  i s  no  

l o n g e r  t h e  same a s  t h e  b i n  p a c k i n g  p r o b l e m .  T he  r e a s o n s  

b e i n g :

(1 )  The t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  t h e  s e t  o f  t a s k s

w h ic h  can  b e  f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on  a s i n g l e

p r o c e s s o r  by  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  

a l g o r i t h m  d e p e n d s  on  t h e  num ber  o f  t a s k s  i n  t h e  

s e t ,  a s  w e l l  a s  t h e i r  r e l a t i v e  r e q u e s t  p e r i o d s .

(2 )  The b o u n d  i n  Theorem 2 .1  i s  o n l y  a s u f f i c i e n t

o n e .

The  p r o b l e m  o f  p a r t i t i o n i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r a t e -  

m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  may be c o n s i d e r e d  a s  a  b i n -  

p a c k i n g  p r o b l e m  w h e re  t h e  c a p a c i t y  o f  t h e  b i n  i s  n o t  f i x e d  

b u t  v a r i e s  w i t h i n  a  c e r t a i n  r a n g e .  I n  C h a p t e r  3 we p r o v e  

t h a t  t h i s  p r o b l e m  i s  N P - h a r d .

The  d e a d l i n e  d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  i s  a  d y n a m ic  

p r i o r i t y  a l g o r i t h m  a n d ,  a s  m e n t i o n e d  b e f o r e ,  t h e  

i m p l e m e n t a t i o n  o f  a  dynam ic  p r i o r i t y  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  

more o v e r h e a d  t h a n  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  a  s t a t i c  p r i o r i t y  

a l g o r i t h m .  T h e r e f o r e ,  i t  w i l l  b e  i n t e r e s t i n g  t o

i n v e s t i g a t e  i n t o  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  some " h e u r i s t i c "  

a l g o r i t h m s  f o r  t h e  p a r t i t i o n i n g  p r o b l e m  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m ,  w h i c h  i s  t h e  b e s t
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s t a t i c  p r i o r i t y  a l g o r i t h m .

Two h e u r i s t i c  a l g o r i t h m s  f o r  t h i s  p r o b l e m  w ere  

c o n s i d e r e d  by  D h a l l  a n d  L i u  [ 1 0 1 .  T hey  c a l l e d  t h e  f i r s t  

o n e  t h e  R a t e - M o n o t o n i c - N e x t - F i t  a l g o r i t h m  a n d  t h e  s e c o n d  

one  t h e  R a t e - M o n o t o n i c - F i r s t - F i t  a l g o r i t h m .

A c c o r d i n g  t o  t h e  R a t e - M o n o t o n i c - N e x t - F i t  a l g o r i t h m ,  

t a s k s  a r e  f i r s t  a r r a n g e d  i n  n o n - d e c r e a s i n g  o r d e r  o f  t h e i r  

r e q u e s t  p e r i o d ,  a n d  r e n u m b e r e d ,  i f  n e c e s s a r y ,  a s  T^ , T2 , 

. . . ,  T ^ .  T h e n ,  t a s k  Ti i s  a s s i g n e d  t o  p r o c e s s o r  ? i , and

f o r  e a c h  r e m a i n i n g  t a s k  T^ ,  2  ^  i  < m, t h e  f o l l o w i n g  

a c t i o n s  a r e  t a k e n :

A ss u m in g  t h a t  t a s k  T^_i  i s  a s s i g n e d  t o  p r o c e s s o r  , 

i f  Tj  ̂ c a n  be f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on Pj  a l o n g  w i t h  a l l  

t h e  t a s k s  a l r e a d y  a s s i g n e d  t o  P^ u n d e r  t h e  r a t e  

m o n o t o n i e  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m ,  t h e n  Tj  ̂ i s  a s s i g n e d  

t o  Pj  , o t h e r w i s e  Tj  ̂ i s  a s s i g n e d  t o  P-j + i •

They  p r o v e d  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  c o n c e r n i n g  t h e  R a t e -  

M o n o t o n i c - N e x t - F i t  a l g o r i t h m :

Theo re m  2 . 4 : [101 L e t  N be t h e  num be r  o f  p r o c e s s o r s  

r e q u i r e d  t o  f e a s i b l y  s c h e d u l e  a s e t  o f  t a s k s  by t h e  R a t e -  

M o n o t o n i c - N e x t - F i t  a l g o r i t h m ,  and  N* b e  t h e  minimum number  

o f  p r o c e s s o r s  r e q u i r e d  t o  f e a s i b l y  s c h e d u l e  t h e  same s e t  o f  

t a s k s .  T h e n ,

2 . 4  < l i m  * N/N* < 2 . 6 7  
— N — 0 0  —
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VJhile p a r t i t i o n i n g  t a s k s  a c c o r d i n g  t o  t h e  R a t e - M o n o t o n i c -  

N e x t - F i t  a l g o r i t h m ,  o n l y  o n e  p r o c e s s o r  i s  c o n s i d e r e d  a t  a  

t i m e .  Once a  t a s k  c a n n o t  be  p l a c e d  on t h e  p r o c e s s o r  u n d e r  

c o n s i d e r a t i o n ,  t h a t  p r o c e s s o r  i s  n o t  u s e d  f o r  p l a c i n g  a n y  

f u r t h e r  t a s k  on i t ,  e v e n  t h o u g h  some t a s k s  may s t i l l  b e  

f e a s i b l y  s c h e d u l e d  o n  t h e  p r o c e s s o r .  When t h i s  r e s t r i c t i o n  

i s  r e m o v e d  f r o m  t h e  R a t e - M o n o t o n i c - N e x t - F i t  a l g o r i t h m ,  t h e n  

t h e  r e s u l t  i s  a new a l g o r i t h m ,  c a l l e d  t h e  R a t e - M o n o t o n i c -  

F i r s t - F i t  a l g o r i t h m .

They  p r o v e d  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  c o n c e r n i n g  t h e  R a t e -  

M o n o t o n i c - F i r s t - F i t  a l g o r i t h m ;

T heo rem  2 . 5 : [101 L e t  N be t h e  num ber  o f  p r o c e s s o r s  

r e q u i r e d  t o  f e a s i b l y  s c h e d u l e  a s e t  o f  t a s k s  by  t h e  R a t e -  

M o n o t o n i c - F i r s t - F i t  a l g o r i t h m ,  and  N* b e  t h e  minimum n u m b e r  

o f  p r o c e s s o r s  r e q u i r e d  t o  f e a s i b l y  s c h e d u l e  t h e  sam e  s e t  o f  

t a s k s .  T h e n ,

2 < l i m  * N/N* < ( 4 ( 2 1 / 3 ) ) / ( 1  + 2 1 / 3 )
-  N — CO -

I t  was c o n j e c t u r e d  t h a t  t h e  u p p e r  b o und  c a n  be  

i m p r o v e d  t o  2 .

The  b o u n d s  o b t a i n e d  i n  t h e s e  a l g o r i t h m s  a r e  n o t  v e r y  

e f f i c i e n t .  M o r e o v e r ,  t h e  u p p e r  bound  i n  b o t h  o f  t h e s e  

a l g o r i t h m s  i s  n o t  t i g h t ,  i n  t h e  s e n s e  t h a t  no  e x a m p l e s  a r e  

p r o v i d e d  w h i c h  a c h i e v e  t h e s e  b o u n d s .

S i n c e  t h e s e  w e r e  t h e  o n l y  two a l g o r i t h m s  a v a i l a b l e  f o r
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t h e  p r o b l e m  o f  p a r t i t i o n i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r a t e -  

m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m ,  we d e c i d e d  t o  p u r s u e  t h i s  

p r o b l e m  f u r t h e r ,  i n  s e a r c h  o f  f i n d i n g  h o p e f u l l y  some 

" b e t t e r "  h e u r i s t i c  a l g o r i t h m s .

I n  C h a p t e r  I I I  we p r e s e n t  a  new a l g o r i t h m  w h i c h  h a s  a 

b e t t e r  a n d  a  t i g h t  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o .

T h e  a l g o r i t h m s  g i v e n  by  D h a l l  and L i u  an d  t h e  

a l g o r i t h m  p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  I I I  a r e  a l l  o f f - l i n e  

a l g o r i t h m s .  I n  C h a p t e r  IV we p r e s e n t  two 0 ( n ) - t i m e  and  

0 ( 1 ) - s p a c e  o n - l i n e  a l g o r i t h m s  (n  i s  t h e  number  o f  t a s k s  i n  

t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  b e  s c h e d u l e d ) .  The  w o r s t - c a s e  

p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  t h e s e  a l g o r i t h m s  a r e  c o m p a r a b l e  t o  

t h o s e  o f  t h e  o f f - l i n e  a l g o r i t h m s .



CHAPTER III

PARTITIONING TASKS WITH RESPECT TO THE 

RATE-MONOTONIC SCHEDULING ALGORITHM

3.1 Introduction :
As m e n t i o n e d  i n  C h a p t e r  I I ,  t h e  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m s  

w h i c h  p e r f o r m  w e l l  i n  t h e  c a s e  o f  s i n g l e - p r o c e s s o r  

c o m p u t i n g  s y s t e m s  do n o t  n e c e s s a r i l y  w o rk  a s  w e l l  f o r  m u l t i 

p r o c e s s o r  c o m p u t i n g  s y s t e m s .  An a l t e r n a t i v e  a p p r o a c h  f o r  

s c h e d u l i n g  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k s  on m u l t i p r o c e s s o r  

s y s t e m s  w o u ld  b e  t o  f i r s t  p a r t i t i o n  t h e  s e t  o f  t a s k s  i n t o  

d i f f e r e n t  g r o u p s , and t h e n  s c h e d u l e  t h e  s e t  o f  t a s k s  o f  

e a c h  g r o u p  on  a s i n g l e  p r o c e s s o r  u s i n g  o n e  o f  t h e  

a l g o r i t h m s  f o r  s i n g l e - p r o c e s s o r  s y s t e m s .

The p a r t i t i o n i n g  p r o b l e m  w i l l  d e p e n d  m a i n l y  on  t h e  

t y p e  o f  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  t o  b e  u s e d  on e a c h  p r o c e s s o r .  

I f  i t  i s  d e s i r e d  t o  u s e  t h e  d e a d l i n e - d r i v e n  a l g o r i t h m ( a  

d y n am ic  p r i o r i t y  a l g o r i t h m )  t o  s c h e d u l e  t h e  t a s k s  o f  e a c h  

g r o u p ,  t h e n  t h e  p a r t i t i o n i n g  p r o b l e m  i s  t h e  same as  t h e  

fam ous  b i n - p a c k i n g  p r o b l e m [ 13-171  . B u t ,  t h e  p r o b le m  o f  

p a r t i t i o n i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  

a l g o r i t h m  i s  n o t  t h e  same a s  t h e  b i n - p a c k i n g  p r o b l e m ,  an
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o b v i o u s  r e a s o n  b e i n g ,  t h a t  a s e t  o f  t a s k s  w i t h  u t i l i z a t i o n  

f a c t o r  o f  1 may o r  may n o t  be f e a s i b l e  on  a  s i n g l e

p r o c e s s o r  u n d e r  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .  

The t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  a s e t  o f  t a s k s  t h a t  i s

f e a s i b l e  u n d e r  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  a l g o r i t h m ,  d e p e n d s  on t h e  

number  o f  t a s k s  i n  t h e  s e t .  The f a c t  t h a t  t h e

i m p l e m e n t a t i o n  o f  a s t a t i c  p r i o r i t y  a l g o r i t h m  r e q u i r e s  l e s s  

o v e r h e a d  t h a n  t h e  i m p l e m e n t a t i o n  o f  a d y n a m ic  p r i o r i t y  

a l g o r i t h m ,  m o t i v a t e d  u s  t o  p u r s u e  t h e  p r o b l e m  o f

p a r t i t i o n i n g  t a s k s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  

s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m ( t h e  b e s t  s t a t i c  p r i o r i t y  a lg o r i th m ")  . 

I n  t h e  n e x t  s e c t i o n  we w i l l  p ro v e  t h a t  t h i s  p r o b l e m  i s  

N P - h a r d .
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3 . 2  P r o o f  o f  N P - h a r d n e s s :

By t h e  f o l l o w i n g  T h e o re m ,  we p r o v e  t h a t  t h e  p r o b l e m  o f  

p a r t i t i o n i n g  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g

a l g o r i t h m  i s  N P - h a r d .

T h eo re m  3 . 1 : G iv en  a s e t  o f  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l

t a s k s  S = { T-| , T2 ............. '^m}’ w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s

U = I u-| , U2 ............. u ^ l , r e s p e c t i v e l y ,  and  a  p o s i t i v e  i n t e g e r

K, t h e  p r o b l e m  o f  p a r t i t i o n i n g  t h i s  s e t  o f  t a s k s  i n t o  K

d i s j o i n t  s u b s e t s  S-| , S 2 .............S% so  t h a t  e a c h  c a n  be

f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on a s i n g l e  p r o c e s s o r  by  t h e  r a t e -  

m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  i s  N P - h a r d .

P r o o f  : To p r o v e  t h i s  T h e o re m ,  we f o l l o w  t h e  t e c h n i q u e

d e s c r i b e d  i n  f i l l .  We w i l l  r e s t r i c t  t h i s  p r o b le m  t o  t h e  

b i n - p a c k i n g  p r o b l e m .  The b i n - p a c k i n g  p r o b l e m  i s  known to

b e  N P - c o m p l e t e f 1 1 , 1 2 ] ,  a n d  i t  i s  s t a t e d  a s  f o l l o w s :

G iv e n  a f i n i t e  s e t  A = |  a-] , a 2  , . . .  , |  o f  i t e m s  w i t h

s i z e s  Ag = I s ( a ^ ) ,  s ( 3 2 ) ,  . . . ,  s ( a ^ l  |  , r e s p e c t i v e l y ,  a

p o s i t i v e  i n t e g e r  b i n  c a p a c i t y  B , an d  a p o s i t i v e  i n t e g e r

K. I s  t h e r e  a p a r t i t i o n  o f  A i n t o  d i s j o i n t  s e t s  A-| , A2 , 

. . . ,  A{̂  s u c h  t h a t  t h e  sum o f  t h e  s i z e s  o f  t h e  i t e m s  in

e a c h  A^ i s  B o r  l e s s .

A c c o r d i n g  t o  Theorem 2 . 1 ,  i f  t h e  t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  

o f  a  s e t  o f  t a s k s  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  L n 2 , t h e  s e t  c an  

b e  f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on a s i n g l e  p r o c e s s o r  by  t h e  r a t e -  

m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .  Remember t h a t  t h i s
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c o n d i t i o n  was  o n l y  a  s u f f i c i e n t  o n e ,  m e a n in g  i f  t h e  t o t a l  

u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  a  s e t  o f  t a s k s  i s  g r e a t e r  t h a n  Ln2 

an d  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  1 ,  t h e  s e t  may o r  may n o t  be 

f e a s i b l e  u n d e r  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  a l g o r i t h m .  T h e r e f o r e ,  i f  

t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  t h e  s e t  i s  g r e a t e r  t h a n  Ln2 b u t  

l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  1 , we n e e d  t o  make some e x t r a  c h e c k s  

t o  f i n d  o u t  w h e t h e r  o r  n o t  i t  i s  f e a s i b l e .

C o n s i d e r  a  r e s t r i c t e d  v e r s i o n  o f  o u r  p r o b l e m  w h e r e

0 j< u^ ^  L n 2 , f o r  a l l  1 < i  ^  m, and  t h e  f e a s i b i l i t y  t e s t  

f o r  a s e t  o f  t a s k s  i s  s u c c e s s f u l  i f  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  

o f  t h e  s e t  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  Ln2 and i t  i s  a f a i l u r e  

o t h e r w i s e .  T h i s  r e s t r i c t e d  v e r s i o n  o f  o u r  p r o b l e m  i s

e q u i v a l e n t  t o  t h e  b i n - p a c k i n g  p r o b l e m  by a s s u m i n g  A = S, 

Ag = U, and  B = L n 2 .

S i n c e  we h a v e  shown t h a t  a  r e s t r i c t e d  v e r s i o n  o f  o u r

p r o b l e m  i s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  b i n - p a c k i n g  p r o b l e m ,  t h e r e f o r e  

o u r  p r o b l e m  m u s t  be  a t  l e a s t  a s  b a r d  a s  t h e  b i n - p a c k i n g

p r o b l e m ,  w h i c h  i s  known t o  b e  N P - c o m p l e t e .  H e n c e ,

a c c o r d i n g  t o  t h e  d e f i n i t i o n  g i v e n  i n  [ 1 1 ] ,  o u r  p r o b l e m  i s  

N P - h a r d .

Q . E . D .

The c l a s s  o f  N P -h a rd  p r o b l e m s  i s  s u c h  t h a t  i f  t h e r e  i s

a m e t h o d  f o r  s o l v i n g  any member o f  t h e  c l a s s  t h a t  t a k e s

t i m e  b o u n d e d  by  a  p o l y n o m i a l  i n  t h e  s i z e  o f  t h e  i n p u t ,  t h e n  

e v e r y  member  o f  t h e  c l a s s  h a s  s u c h  a p o l y n o m i a l  t i m e

s o l u t i o n .  S i n c e  p r o b l e m s  f am ous  f o r  t h e i r  c o m p u t a t i o n a l
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i n t r a c t a b i l i t y ,  s u c h  a s  t h e  HAMILTONIAN CIRCUIT and 

TRAVELING SALESMAN p r o b l e m ,  a r e  mem bers  o f  t h i s  c l a s s ,  i t  

seems p r o b a b l e  t h a t  i n  f a c t  no  member o f  t h i s  c l a s s  c a n  b e  

s o l v e d  i n  p o l y n o m i a l  t i m e .

I t  i s  c u s t o m a r y  t o  l o o k  f o r  h e u r i s t i c  a l g o r i t h m s  f o r  

N P - h a r d  p r o b l e m s  whose  g o a l  i s  o n l y  t o  g e n e r a t e  n e a r

o p t i m a l  s o l u t i o n s .  The e f f e c t i v e n e s s  o f  t h e s e  a l g o r i t h m s  

i s  m e a s u r e d  b y  a n a l y z i n g  t h e i r  w o r s t  c a s e  b e h a v i o r .  Some 

o f  t h e  f i r s t  w o rk  i n  b o u n d i n g  t h e  w o r s t  c a s e  b e h a v i o r  o f  

n e a r - o p t i m a l  a l g o r i t h m s  was d o n e  a s  e a r l y  a s  1966 by  Graham 

( ' 1 9 , 2 0 1 ,  f o r  a  d i f f e r e n t  p r o b l e m  i n  m u l t i p r o c e s s o r

s c h e d u l i n g .

To a n a l y z e  t h e  w o r s t  c a s e  b e h a v i o r  o f  t h e  h e u r i s t i c

a l g o r i t h m s  f o r  t h i s  p r o b l e m ,  we w i l l  u s e  t h e  f o l l o w i n g

n o t a t i o n s  ;

L e t  N* and  N(A) d e n o t e ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  n u m b e r  o f  

p r o c e s s o r s  n e e d e d  by an  o p t i m a l  a l g o r i t h m  and t h e  n u m b e r  o f  

p r o c e s s o r s  n e e d e d  by  an  a l g o r i t h m  A t o  s c h e d u l e  a g i v e n  s e t  

o f  t a s k s .  T h e n ,  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  

a l g o r i t h m  A, d e n o t e d  by  r ( A ) , i s  d e f i n e d  a s :

N(A)
r (A )  = l i m  -----------

N** oo N*

As i t  was  m e n t i o n e d  i n  C h a p t e r  I I ,  D h a l l  and  L i u [ 1 0 1  

c o n s i d e r e d  tw o  h e u r i s t i c  a l g o r i t h m s  f o r  t h i s  p r o b l e m .  The
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w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  t h e s e  a l g o r i t h m s  w e r e ;

2 . 4  < r ( A )  < 2 . 6 7 ,  and

4 ( 2 1 / 3 )
2 < r ( A )  <

(1 + 2 1 / 3 )

T h e s e  b o u n d s  a r e  n o t  t i g h t .  I n  t h e  n e x t  s e c t i o n  we 

p r e s e n t  a  new a l g o r i t h m  w h o se  b o u n d  i s  t i g h t  an d  b e t t e r  

t h a n  t h e  a b o v e  b o u n d s .
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3.3 The Firs t-Fit-Decrees ing-Utilization-Factor Algorithm :
A c c o r d i n g  t o  t h e  F i r s t - F i t - D e e r e a s i n g - U t i l i z a t i o n -  

F a c t o r ( F F D U F )  a l g o r i t h m ,  t h e  t a s k s  a r e  f i r s t  a r r a n g e d  i n

n o n - i n c r e a s i n g  o r d e r  o f  t h e i r  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s .  L e t

t h e s e  r e a r r a n g e d  t a s k s  b e  l a b e l l e d  a s  T-| , T 2 , T^, a n d

i m a g i n e  t h e  s e t  o f  p r o c e s s o r s  a s  a s e m i - i n f i n i t e  s e q u e n c e  

P-| , ? 2 .............  The a s s i g n m e n t  p r o c e d u r e  i s  a s  f o l l o w s :

1) s e t  i  = 1; N = 1;

2)  w h i l e  i  ^  m do

s e t  j  = 1 ; a s s i g n e d  = f a l s e ;  

r e p e a t

i f  i s  f e a s i b l e  on P:j a c c o r d i n g  t o  t h e

r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  a l o n g  

w i t h  a l l  t h e  t a s k s  ( i f  a n y )  a l r e a d y  a s s i g n e d  

t o  P j  t h e n

a s s i g n  T^ t o  P j ; 

s e t  i  = i + 1 ; N = m a x ( N , i ) ;  

a s s i g n e d  = t r u e  

e l s e

s e t  i = i + 1 

u n t i l  a s s i g n e d  

e n d - w h i l e ;

The  f i n a l  v a l u e  o f  N i s  t h e  number  o f  p r o c e s s o r s  

r e q u i r e d  t o  s c h e d u l e  t h e  g i v e n  s e t  o f  t a s k s  a c c o r d i n g  t o  

t h i s  a l g o r i t h m .
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3 . 3 . 1  W o r s t  C a s e  A n a l y s i s  o f  t h e  FFDUF A l g o r i t h m :

B e f o r e  we a n a l y z e  t h e  b e h a v i o r  o f  FFDUF a l g o r i t h m , l e t  

u s  p r o v e  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  a b o u t  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  

s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .  T h i s  r e s u l t  w i l l  b e  u s e d  i n  t h e  

p r o o f  o f  Theo rem  3 . 3 .

T h e o re m  3 . 2 : L e t  T-| = ( c - j . t - i )  an d  T 2  = (C2 » t 2 ) be  a

s e t  o f  tw o  t a s k s  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  u i = c - | / t i  and  

U2 =C2 / t 2 , r e s p e c t i v e l y .  I f  t-| £  t 2  a n d  U2  _< ( 1-u-] ) /  ( 1+u^ ) , 

t h e n  t h e s e  two t a s k s  can  b e  f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on a s i n g l e  

p r o c e s s o r  b y  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .

P r o o f  : I f  T-j and T2  make t h e i r  f i r s t  r e q u e s t  a t  t i m e

z e r o ,  t h e n  t i m e  z e r o  w i l l  be  t h e  c r i t i c a l  i n s t a n t  o f  T-j and  

T2 , b y  Theorem  1 . 1 .  T h e r e f o r e ,  i f  t h e  s c h e d u l e  p r o d u c e d  by  

t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  m e e t s  t h e  d e a d l i n e  

o f  t h e  f i r s t  r e q u e s t  o f  T-| and  T 2  t h e n ,  i t  w i l l  a l s o  m e e t  

t h e  d e a d l i n e  o f  a l l  t h e  r e q u e s t s  o f  T-| a n d  T2 .

L e t  t 2  = n t - | + k .

We may h a v e  one  o f  t h e  f o l l o w i n g  two c a s e s :

C a s e  1 : k  ^  c-| . I n  t h i s  c a s e  t h e  l a r g e s t  p o s s i b l e  v a l u e

C 2  =  n ( t - | - C i )  =  n t - | ( l - U i )

of C2 i
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C2  nt-|  ( 1 -u^ ) 1 -  u-|
T h u s , u^ — " = — - = —

t 2  nt-|  + k 1 + — —

nt-]

k Cl
S i n c e  k  ^  c^ and  n 1 , t h e r e f o r e ,    ^  ------

n t i  t i

T h u s , U2  2
1 - U - j

1+U-|

C a s e  2 : k > c ^ .  I n  t h i s  c a s e  t h e  l a r g e s t  p o s s i b l e  v a l u e

C2  = n ( t ^ - c i )  + ( k - c ^ )  = n t i ( 1 - u - | )  + ( k - c ^ ) .

o f  C2  i s

Lemma 3 . 1 : I f  a  2  ^ > 0 a n d  a  > x > 0 t h e n ,

b b - x

a a - x

P r o o f  : S i n c e  a 2  t> and  x > 0 , we h a v e

ax  2  bx

( a b - b x )  2  ( a b - a x )  

b ( a - x )  2  a ( b - x )

b b - x  
o r    > --------

a a - x

Q .E . D .
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S i n c e  2  C2  > 0 and  t%2 > (k-c-]  ) > 0 ,  by  Lemma 3 . 1 ,  we

h a v e  ;

C2 C 2 - ( k - C i )
  > ---------------------

t o -  (k-c-i )

By s u b s t i t u t i n g  t h e  v a l u e s  o f  C2  and  t 2  i n  t h e  a b o v e  

i n e q u a l i t y ,  we g e t

0 2  n t ^  ( 1 -u-| ) 1 -  u-|
Ug = -------- >   = ---------

t 2  n t i + k - ( k - c i )  1 +  —^
n t i

C] Cl
S i n c e  ---------  <  , t h e r e f o r e

n t i  t i

Ug >
1 -Ui

1 +Ui

Q .E .D .

We now p r o c e e d  t o  a n a l y z e  t h e  b e h a v i o r  o f  FFDUF 

a l g o r i t h m  by  p r o v i n g  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m .

T h eo re m  3 . 3 :  r(FFDUF) = 2,
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P r o o f  : We d e f i n e  a  f u n c t i o n  f  m a p p in g  t h e  u t i l i z a t i o n

f a c t o r s  o f  t a s k s  i n t o  t h e  r e a l  i n t e r v a l  [ 0 , 1 1 .  I f  u  i s  t h e  

u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  a  t a s k ,  l e t

f ( u )  = i

2 u ,  0 < u  < 1 / 2

1 , 1 / 2  < u  < 1

Lemma 3 . 2 : L e t  N* b e  t h e  minimum num ber  o f  p r o c e s s o r s

r e q u i r e d  t o  f e a s i b l y  s c h e d u l e  a  s e t  o f  t a s k s  {T-], ? 2 , . .  . ,

[ w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  { u-| , U2 , u ^

r e s p e c t i v e l y .  Then ,

m
N* > 1 / 2  Y. f ( U i )  

i=1

P r o o f  : L e t  j T^. j  , 2 '  • • • > ' ^ r , k  |  Che s e t  o f

t a s k s  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  |  Uj. i , u^. 2 . • • • > k } *

r e s p e c t i v e l y ,  a s s i g n e d  t o  p r o c e s s o r  P ^ ,  K  r  <N*. T h e n ,

kj- k j .  kj.

Y  ^ ^ ^ r , i )  1  Y  i  = 2 Y  ^ r , i '  ^  .
i=1 i=1 i=1

^ r  ^ r  *

S i n c e  ^  u ^  ^ ^  1 , we h a v e  ^  f  (Uj. i )  < 2 ,  K c < N  .
i=1 ’ i=1

m N* kj.
H e n c e ,  Y  f ( ^ i )  = Z  Y  f ( U r , i )  1  

i=1 r=1 i=1
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m
Which  means  N* >_ 1 / 2  f  (u^)  .

1 = 1

Q .E . D .

I n  w ha t  f o l l o w s  we a s s u m e  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s :

-  L e t  N b e  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  u s e d  b y  t h e  FFDUF 

a l g o r i t h m  t o  s c h e d u l e  a  s e t  o f  m t a s k s  I T-| , T 2 , . . . ,  

w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  { u-| , U2 , . . . ,  u ^  }, r e s p e c t i v e l y .
*m

-  L e t  (P-| , ? 2 , . . . ,  P^)  b e  t h e  s e t  o f  p r o c e s s o r s  u s e d  by  

t h e  FFDUF a l g o r i t h m .

-  L e t  (Tj. 1 , 2  > • • • > '^r k ) be t h e  s e t  o f  t a s k s  a s s i g n e d  

t o  p r o c e s s o r  P j . , K r ^ N .

-  L e t  a j. b e  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  t h e  t a s k  w i t h  t h e  

h i g h e s t  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  a m o n g s t  a l l  t h e  t a s k s  a s s i g n e d  

t o  p r o c e s s o r  P ^ .
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Lemma 3 . 3 : S u p p o s e  N p r o c e s s o r s  a r e  u s e d  by  t h e

FFDUF a l g o r i t h m  t o  s c h e d u l e  a s e t  o f  m t a s k s .  i f  

a  £  L n 2 - . 5 ,  t h e n  f o r  e a c h  p r o c e s s o r  , 1 ^  r  < N-1 , 

we h a v e

k r

i = l

P r o o f  : By Theorem 2 . 1 ,  a s  l o n g  a s  t h e  u t i l i z a t i o n

f a c t o r  o f  a  s e t  o f  t a s k s  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  L n 2 , i t  

c a n  b e  s c h e d u l e d  on  a s i n g l e  p r o c e s s o r  b y  t h e  r a t e -  

m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .  T h e r e f o r e ,  i f  t h e r e  i s  a  

t a s k  T^  ̂ , w i t h  u^   ̂ ^  L n 2 - . 5 ,  a s s i g n e d  t o  p r o c e s s o r  P^ b y  

t h e  FFDUF a l g o r i t h m ,  t h e n  f o r  a l l  t h e  p r o c e s s o r s  P ^ ,

1 ^  r  ^  N - 1 , we m u s t  h a v e  ^  u^   ̂ > . 5 .  O t h e r w i s e ,  th«
; r

i=1

t a s k  Tf  ̂  ̂ m u s t  h a v e  b e e n  a s s i g n e d  t o  t h e  f i r s t  p r o c e s s o r ,

k r
P j - , f o u n d  w i t h  ^  u^  ^ ^  . 5 .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  f o r

i=1

k r
a l l  t h e  p r o c e s s o r s  P ^ , 1 _< r  < N -1 ,  we h a v e  ^  Uj. > . 5 ,

i=1

t h e n ,  by  t h e  d e f i n i t i o n  o f  f u n c t i o n  f ,  we m u s t  have  

k r
E  f ( U r , i )  > 1 .  1 < r  < N -1 .

i=1

Q .E . D .
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Lemma 3 . 4 : S u p p o s e  N p r o c e s s o r s  a r e  u s e d  by  t h e  FFDUF

a l g o r i t h m  t o  s c h e d u l e  a s e t  o f  t a s k s .  I f  L n 2 - . 5  < a  jq < 

, t h e n  f o r  e a c h  p r o c e s s o r  , 1 ^  r  ^  N - 1 , we h a v e

k r

Z  f ( U r , i )  > 1 •
i=1

P r o o f  : S i n c e  t h e  FFDUF a l g o r i t h m  a s s i g n s  t a s k s  i n  n o n 

i n c r e a s i n g  o r d e r  o f  t h e i r  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s ,  t h e r e f o r e ,  

a t  t h e  t i m e  when t h e  t a s k  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  a  i s

b e i n g  a s s i g n e d  t o  p r o c e s s o r  P ^ , no  t a s k  w i t h  u t i l i z a t i o n

f a c t o r  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  L n 2 - . 5  h a s  b e e n  a s s i g n e d  t o  

an y  one o f  t h e  p r o c e s s o r s  i n  u s e .  A t  t h e  t i m e  when t h e  

t a s k  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  i s  b e i n g  c o n s i d e r e d  f o r  

a s s i g n m e n t ,  l e t  a  p r o c e s s o r  P^ b e  p l a c e d  i n  g r o u p  1 i f

Qj- > 2 ^ _  a n d  i n  g r o u p  2 i f  0 ^  ^  2^ ^^-1  .

For  a n y  p r o c e s s o r  P^ i n  g r o u p  1 , f o r  w h i c h  2  *5.  we

k r
o b v i o u s l y  h a v e  ^  f ( u ^  i )  2.  ̂ • 

i=1

For  a p r o c e s s o r  P^ i n  g r o u p  1 , w i t h  2 ^ ^ ^ -1  < Qj. < . 5 ,

w h i c h  h a s  a t  l e a s t  3 t a s k s  a s s i g n e d ,  we o b v i o u s l y  h a v e

kj. k^
Z  f ( ^ r , i )  = 2  Z  %r i  > 2 ( 2 ( L n 2 - . 5 )  + 2 1 / 3 - 1 )  > 1.  

i=1 ’ i=1
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We n e x t  c o n s i d e r  t h o s e  p r o c e s s o r s  i n  g r o u p  1 f o r  

w h i c h  we h a v e  < Oj. < . 5  and e a c h  s u c h  p r o c e s s o r

h a s  a t  m o s t  2 t a s k s  a s s i g n e d  t o  i t .

By T h eo re m  2 . 1 ,  i f  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  a s e t  o f  

3 t a s k s  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  3 ( 2 ^ ^ ^ - 1 ) ,  i t  c a n  be 

s c h e d u l e d  on  a  s i n g l e  p r o c e s s o r  by t h e  r a t e - m o n o t o n i c  

s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .  S i n c e  . 5  + < 3 ( 2 ^ ^ ^ - 1 ) ,  t h e

u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  t h e  t a s k s  a s s i g n e d  t o  a n y  su c h  

p r o c e s s o r  m u s t  h a v e  b e e n  g r e a t e r  t h a n  . 5 .  F o r  o t h e r w i s e ,  

t h e  t a s k  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  mugc h a v e  b een

a s s i g n e d  t o  o n e  o f  t h e s e  p r o c e s s o r s .  T h e r e f o r e ,  f o r  any 

p r o c e s s o r  o f  t h i s  g r o u p  we m u s t  have

k r

E  f ( " r , i )  > 1 • 
i=1

T h i s  w i l l  e x h a u s t  g r o u p  1 p r o c e s s o r s .

We n e x t  c o n s i d e r  g r o u p  2 p r o c e s s o r s .  S i n c e  f o r  e a c h  

t a s k  Tj  ̂ a s s i g n e d  t o  an y  p r o c e s s o r  P^ o f  t h i s  g r o u p  we h a v e  

L n 2 - . 5 < u ^  ^  2 1 / 3 - 1  and  s i n c e  Cl^ < 2^^^^-1 ,  we m u s t  h a v e

h a d  a t  l e a s t  3 t a s k s  a s s i g n e d  t o  e a c h  p r o c e s s o r  o f  t h i s  

g r o u p .  F o r  o t h e r w i s e ,  a c c o r d i n g  t o  Theorem 2 . 1 ,  t h e  t a s k  

w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  m u s t  h a v e  b e e n  a s s i g n e d  t o  

t h e  f i r s t  p r o c e s s o r  f o u n d  f ro m  t h i s  g r o u p  w h i c h  h a s  two o r  

l e s s  t a s k s  a s s i g n e d  t o  i t .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  i f  we h a v e  

a t  l e a s t  3 t a s k s  a s s i g n e d  t o  e v e r y  p r o c e s s o r  o f  g r o u p  2,  

t h e n  f o r  e a c h  p r o c e s s o r  P^ f ro m  t h i s  g r o u p  we m u s t  h a v e
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k r  k r
Z  = 2  ^  Ur,i > 2*3*(Ln2-.5) > 1.

i=1 i=1

Q .E .D .

Lemma 3 . 5 : S u p p o s e  N p r o c e s s o r s  a r e  u s e d  by  t h e

FFDUF a l g o r i t h m  t o  s c h e d u l e  a s e t  o f  t a s k s .  I f  

2 ^ / 3 - 1  < < 1 / 3 ,  t h e n  f o r  e a c h  p r o c e s s o r  ? r ,

1 ^  r  ^  N - 1 ,  we h a v e

k rE f ( U r . l )  > 1"
1 = 1

P r o o f  : S i n c e  t h e  FFDUF a l g o r i t h m  a s s i g n s  t a s k s  i n

n o n - i n c r e a s i n g  o r d e r  o f  t h e i r  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s ,  a t  t h e

t i m e  w hen  t h e  t a s k  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  i s  b e i n g

a s s i g n e d  t o  p r o c e s s o r  Pj^, f o r  a n y  t a s k  T r  i  a s s i g n e d  t o  a n y  

p r o c e s s o r  ? r , 1 ^  r  ^  N - 1 , we m u s t  h a v e  Ur  % > 2 ^ ^ ^ - 1 .

' F o r  a l l  p r o c e s s o r s  ? r , K  r  _< N - 1 , w i t h  Or > .5  we 

^ r
o b v i o u s l y  h a v e  ^  f ( U r  i )  2   ̂ •

i  = 1

T h e r e f o r e ,  we a r e  l e f t  t o  c o n s i d e r  o n l y  t h o s e

p r o c e s s o r s  ? r , 1 < r  ̂  N-1 ,  f o r  w h i c h  we h a v e
i / o

2 ' -1 < O r  < . 5 .  We c l a i m  t h a t  a n y  s u c h  p r o c e s s o r  m us t

h a v e  a t  l e a s t  2 t a s k s  a s s i g n e d  t o  i t .  S u p p o s e  t h e r e  i s  a

p r o c e s s o r  w i t h  o n l y  one  t a s k   ̂ a s s i g n e d  t o  i t .  We

know t h a t   ̂ i s  l e s s  t h a n  . 5 .  S i n c e  ( 1 -  . 5 )  /  ( 1+ .5 )  = 1 / 3
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a n d  s i n c e  < 1 / 3 ,  T h e r e f o r e  by  T h e o re m  3 . 2 ,  t h e  t a s k

w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  m u s t  h a v e  b e e n  a s s i g n e d  t o

p r o c e s s o r  P ^ .  H e n c e ,  o u r  c l a i m  i s  t r u e .  But  i f  any

p r o c e s s o r  o f  t h i s  g r o u p  h a s  a t  l e a s t  2 t a s k s  a s s i g n e d  t o

i t ,  t h e n  we o b v i o u s l y  h a v e :

^ r  j ^ r  .  ,  o

I  -  2 I  “ r . i  > 2 * 2 » ( 2 V 3 . , )  >
i=1 i = l

Q .E . D .

C o r o l l a r y  3 .1  : L e t  N be t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  u s e d  

by t h e  FFDUF a l g o r i t h m  t o  s c h e d u l e  a s e t  o f  m t a s k s .  I f  

°N 1  1 / 3 t h e n ,

m
N < ^  f ( U f )  + 1.

i=1

P r o o f  ;

N-1 k r m
S i n c e  ^ I " r , i < Z  " i ,

r=1 i=1 i=1

N-1 k r m
t h e r e f o r e , Z I f ( ^ r , i ^  < Z  f ( U i ) «

r=1 i=1 i=1

B u t  s i n c e O n < 1 / 3 , f o r  any  p r o c e s s o r  P r ,

Lemmas 3 . 3 , 3 . 4 , a n d  3 . 5 ,  we h a v e

( 1 )

k r
y  f ( U r )  > 1.  (2 )
i=1
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From e q u a t i o n s  ( 1 )  an d  ( 2 )  we g e t

m

1 = 1

W hich  m e a n s

N < L  f ( * i )  + 1.
i=1

Q .E . D .

Lemma 3 . 6 : L e t  N be t h e  num ber  o f  p r o c e s s o r s  u s e d  by

t h e  FFDUF a l g o r i t h m  t o  s c h e d u l e  a  s e t  o f  m t a s k s .  L e t  K 

be  t h e  num ber  o f  t a s k s  i n  t h e  s e t ,  e a c h  w i t h  u t i l i z a t i o n  

f a c t o r  g r e a t e r  t h a n  1 / 3 .  I f  > 1 / 3  T h e n ,  N ^  K.

P r o o f  : S i n c e  t h e  (FFDUF) a l g o r i t h m  s c h e d u l e s  t a s k s  i n

n o n - i n c r e a s i n g  o r d e r  o f  t h e i r  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s ,  a t  t h e  

t i m e  when  t h e  t a s k  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  i s  b e i n g

a s s i g n e d  t o  p r o c e s s o r  Pjj,  f o r  an y  t a s k   ̂ a s s i g n e d  t o  a n y

p r o c e s s o r  P ^ ,  1 ^  r  ^  N-1 , we m u s t  h a v e  Uj. ^ > 1 / 3 .  T h i s

means  t h a t  a t  t h e  e n d  o f  t h e  s c h e d u l i n g  p r o c e s s  a n y  o n e  o f  

t h e  N p r o c e s s o r s  h a s  a t  l e a s t  o n e  t a s k  w i t h  a  u t i l i z a t i o n  

f a c t o r  g r e a t e r  t h a n  1 /3  a s s i g n e d  t o  i t .  S i n c e  we h a v e  o n l y  

K o f  s u c h  t a s k s  and  s i n c e  no t a s k  i s  a s s i g n e d  t o  more t h a n

o n e  p r o c e s s o r ,  t h e r e f o r e ,  we m u s t  h a v e  N ^  K.

Q . E . D .
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P r o o f  o f  Theorem  3 . 3 : We c a n  h a v e  o n e  o f  t h e

f o l l o w i n g  two c a s e s :

C a s e  1 : < 1 / 3 .  I f  t h i s  i s  t h e  c a s e ,  t h e n  by  c o r o l l a r y

3 .1  we h a v e

tn

N < Z  f ( U i )  + 1 ,
i=1

a n d  by  Lemma 3 . 2  we h a v e  

m
N* > 1 / 2  Y. f ( U i ) .  

i=1

T h e r e f o r e ,  we h a v e  

N
l i m  --------  < 2 .
N*— CC N*

C a s e  2 : > 1 / 3 .  L e t  S be t h e  s e t  c o n t a i n i n g  a l l  t a s k s

w i t h  > 1 / 3 ,  and  K = | s | .  Then ,  by Lemma 3 . 6  we h a v e

N ^  K.  S i n c e  no  o t h e r  a l g o r i t h m  can  s c h e d u l e  more t h a n  2 

t a s k s  i n  S on  a s i n g l e  p r o c e s s o r ,  we h a v e  N* 2  K / 2 .  

T h e r e f o r e ,  i n  t h i s  c a s e  a l s o  we h a v e

N
l i m  ------- < 2 .

00 N*

T h u s ,  s o  f a r  we h a v e  shown t h a t  r(FFDUF) < 2 .
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To f i n i s h  t h e  p r o o f  o f  Theo rem  3 . 3 ,  we a r e  g o i n ^  t o

show t h a t  f o r  a g i v e n  C> 0 ,  T h e r e  e x i s t s  a n  a r b i t r a r y

l a r g e  s e t  o f  t a s k s  f o r  w h i c h  we h a v e  N/N* > 2 - e  .

F o r  a  g i v e n  N, l e t  u s  c h o o s e  a s e t  o f  N t a s k s  a s

f o l l o w s ,  w h e r e  t h e  f i r s t  n u m b e r  i n  e a c h  p a r e n t h e s i s  i s  t h e

r u n - t i m e  o f  t h e  t a s k ,  a n d  t h e  s e c o n d  number  i s  t h e  r e q u e s t -

p e r i o d  o f  t h e  t a s k :

Ti = (1 , 1 + 2 I /N )

T2 = ( 2 ^ / ^  +6,  2 ^ / ^ ( 1  +

T] = (22/H +Ô. 22/N(1 + 2 ! / ^ ) )
.
« •

t’„  .  ( 2 ( K - ' ) / - ' U 6 .  2 < N - 1 ) / N ( ,  + j l / N ) )

Where  6  i s  s u c h  t h a t  n o  t a s k  h a s  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  g r e a t e r

t h a n  1 / 2 .

T h i s  s e t  o f  t a s k s  when  s c h e d u l e d  a c c o r d i n g  t o  t h e  

FFDUF' a l g o r i t h m ,  w i l l  r e q u i r e  N p r o c e s s o r s ,  b e c a u s e  no  

two o f  t h e s e  t a s k s  c a n  be f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on a  s i n g l e  

p r o c e s s o r  a c c o r d i n g  t o  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  

a l g o r i t h m .  H owever ,  s i n c e  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  e a c h

t a s k  i n  t h i s  s e t  i s  l e s s  t h a n  1 / 2 ,  a n y  p a i r  o f  t h e s e  t a s k s  

c a n  be f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on  a  s i n g l e  p r o c e s s o r  a c c o r d i n g  

t o  t h e  d e a d l i n e  d r i v e n  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .  T h u s ,  a l l  

t h e s e  t a s k s  c a n  he f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on [N/2]  p r o c e s s o r s .  

Thus  N* = [ N / 2 ] ,  and  s o  N/N* = N / f N / 2 ] .  T a k i n g  N

s u f f i c i e n t l y  l a r g e ,  we c a n  make t h e  r a t i o  N/N* > 2 -  e  .
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T h e r e f o r e ,

1 im ------- = 2 .
N*— CO N*

S i n c e  we h a d  a l r e a d y  shown t h a t  r (FFD U F)  ^  2 ,  we c o n c l u d e  

t h a t

r (FFDUF) = 2 .

Q .E . D .

N o te  t h a t  t h e  exam ple  g i v e n  i n  t h e  p r o o f  o f  Theorem

3 . 3  p r o v e s  two f a c t s :

( 1 )  t h e  h o u n d  o b t a i n e d  f o r  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  

r a t i o  o f  FFDUF a l g o r i t h m  i s  a  t i g h t  b o u n d .

(2 )  No o t h e r  p a r t i t i o n i n g  s c h e m e  b a s e d  on  t h e  r a t e -  

m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  c a n  h a v e  a b e t t e r  

w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o .

We w i l l  a n a l y z e  t h e  t i m e  a n d  s p a c e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  

FFDUF a l g o r i t h m  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .
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3 . 3 . 2  The  C o m p l e x i t y  o f  t h e  FFDUF A l g o r i t h m  :

The a l g o r i t h m  FFDUF i s  a  tw o  p a r t  a l g o r i t h m .  I n  t h e  

f i r s t  p a r t  i t  s o r t s  t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  b e  s c h e d u l e d  i n  n o n 

i n c r e a s i n g  o r d e r  o f  t h e i r  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s .  I n  t h e  

s e c o n d  p a r t ,  f o r  e a c h  t a s k  Tj^, 1 ^ i ^ n ( n =  num ber  o f  

t a s k s  i n  t h e  s e t ) , i t  s e a r c h e s  among p r o c e s s o r s  t o  f i n d  o n e  

p r o c e s s o r  t o  w h ic h  T^ i s  f e a s i b l e  a l o n g  w i t h  a l l  t h e

t a s k s ( i f  a n y )  a l r e a d y  a s s i g n e d  t o  . I n  t h e  f e a s i b i l i t y  

t e s t ,  when  c o n s i d e r i n g  two t a s k s  t h e  r e s u l t  i n  Theorem 3 . 2  

c a n  b e  u s e d ,  an d  when c o n s i d e r i n g  m o re  t h a n  two t a s k s  t h e  

r e s u l t  i n  T heo re m  2.1 c a n  b e  u s e d .  I n  e i t h e r  c a s e  i t  n e e d s  

t o  make  o n l y  o n e  c o m p a r i s o n .  I n  o r d e r  t o  b e  a b l e  t o  u s e  

t h e  r e s u l t s  o f  Theorems 2 .1  a n d  3 . 2 ,  a l l  i t  n e e d s  t o  do i s

t o  k e e p  t r a c k  o f  t h e  num ber  o f  t a s k s  a s s i g n e d  t o  e a c h

p r o c e s s o r ,  an d  t h e  t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  a l l  t h e

t a s k s  a s s i g n e d  t o  e a c h  p r o c e s s o r .

The t i m e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  f i r s t  p a r t ( s o r t i n g )  i s  

O ( n l o g n )  [ 2 1 ]  .

I n  t h e  s e c o n d  p a r t ( s e a r c h i n g )  t h e  maximum p o s s i b l e

n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s  i t  may c o n s i d e r  w o u ld  b e  l e s s  t h a n  n ,  

t h e  n u m b e r  o f  t a s k s  i n  t h e  s e t .  T h e r e f o r e ,  t h e  t i m e  

c o m p l e x i t y  o f  s e a r c h i n g  f o r  e a c h  t a s k  w ou ld  be  0 ( n )  and  f o r
O

n t a s k s  w o u l d  b e  0 ( n  ) .

T h u s ,  t h e  t i m e  c o m p l e x i t y  o f  FFDUF a l g o r i t h m  i s  O ( n ^ ) .



60

The s p a c e  c o m p l e x i t y  o f  e a c h  p a r t  i s  0 ( n ) . The r e a s o n  

b e i n g :  i n  t h e  f i s t  p a r t  i t  n e e d s  n  s t o r a g e  s p a c e s  i n  o r d e r

t o  s o r t  a  s e t  o f  n t a s k s ,  and  i n  t h e  s e c o n d  p a r t  i t  n e e d s  

a t  m o s t  n  s t o r a g e  s p a c e s ,  one  f o r  e a c h  a c t i v e  p r o c e s s o r .

T h e r e f o r e ,  t h e  s p a c e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  FFDUF a l g o r i t h m  

i s  0 ( n ) .
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3 . 4  Sum m ary :

I n  t h i s  c h a p t e r  we f i r s t  p r o v e d  t h a t  t h e  p r o b l e m  o f

p a r t i t i o n i n g  t a s k s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  

a l g o r i t h m  i s  N P - h a r d .  We t h e n  p r e s e n t e d  a  new a l g o r i t h m  

(FFDUF) a n d  showed t h a t  i t s  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  i s  

2 ,  w h i c h  i s  an  im p ro v e m e n t  o v e r  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  

r a t i o  o f  t h e  p r e v i o u s l y  known a l g o r i t h m s  (RMNF and RMFF). 

We a l s o  showed  t h a t  t h e  t i m e  c o m p l e x i t y  o f  FFDUF a l g o r i t h m  

i s  O (n ^ )  , an d  t h a t  i t s  s p a c e  c o m p l e x i t y  i s  0 ( n ) .

L i k e  t h e  FFDUF a l g o r i t h m ,  t h e  RMFF a l g o r i t h m  i s  a l s o  a 

two p a r t  a l g o r i t h m .  In t h e  f i r s t  p a r t  i t  s o r t s  t h e  s e t  o f  

t a s k s  t o  b e  s c h e d u l e d  i n  n o n - d e c r e a s i n g  o r d e r  o f  t h e i r  

r e q e s t  p e r i o d ,  and in  t h e  s e c o n d  p a r t  f o r  e a c h  t a s k  i t

m akes  a s e a r c h  i n  F i r s t - F i t  m a n n e r ,  s i m i l a r  t o  t h e  s e a r c h  

made b y  t h e  FFDUF a l g o r i t h m .  T h e r e f o r e ,  t h e  RMFF a l g o r i t h m  

i s  a l s o  an  0 ( n ^ ) - t i m e  and 0 ( n ) - s p a c e  a l g o r i t h m .

The RMNF a l g o r i t h m  a l s o  s o r t s  t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  b e

s c h e d u l e d  i n  n o n - d e c r e a s i n g  o r d e r  o f  t h e i r  r e q u e s t  p e r i o d .  

U n l i k e  t h e  o t h e r  two a l g o r i t h m s ,  i t  d o e s  n o t  h a v e  t h e  

c o m p l e x i t y  o f  s e a r c h i n g .  The r e a s o n  b e i n g :  when t h e

f e a s i b i l i t y  t e s t  f a i l s  on  o n e  p r o c e s s o r ,  i t  w i l l  n o t  

c o n s i d e r  t h a t  p r o c e s s o r  an y  l o n g e r .  Rut  s i n c e  i t  h a s  t o

s o r t ,  i t s  t i m e  c o m p l e x i t y  i s  O ( n l o g n )  and i t s  s p a c e  

c o m p l e x i t y  i s  0 ( n ) .
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A l l  o f  t h e s e  t h r e e  a l g o r i t h m s  h a v e  t o  s o r t  t h e  s e t  o f  

t a s k s  b e f o r e  s c h e d u l i n g  th e m .  T h e r e f o r e ,  a l l  o f  t h e s e  

t h r e e  a l g o r i t h m s  a r e  o f f - l i n e  a l g o r i t h m s .  I n  t h e  n e x t  

c h a p t e r  we g i v e  two 0 ( n ) - t i m e  a n d  0 ( 1 ) - s p a c e  o n - l i n e  

a l g o r i t h m s  f o r  t h i s  p r o b l e m .



CHAPTER IV

ON-LINE ALGORITHMS

4 . 1  I n t r o d u c t i o n  :

The  h e u r i s t i c  a l g o r i t h m s  f o r  t h e  p r o b l e m  o f  

p a r t i t i o n i n g  a  s e t  o f  t a s k s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r a t e -  

m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  g i v e n  by  D h a l l  a n d  L i u [ 1 0 ]  

a n d  t h e  o n e  p r e s e n t e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ,  a r e  a l l  o f f 

l i n e  a l g o r i t h m s .  F o r  t h e s e  a l g o r i t h m s  t o  p r o c e e d ,  i t  i s

n e c e s s a r y  t h a t  a l l  t h e  t a s k s  t o  b e  s c h e d u l e d  be  a v a i l a b l e  

b e f o r e  h a n d .  The  s p a c e  c o m p l e x i t y  o f  t h e s e  t h r e e  

a l g o r i t h m s  i s  0 ( n ) . Two o f  t h e s e  a l g o r i t h m s  h a v e  a t i m e  

c o m p l e x i t y  o f  O ( n ^ ) , and  t h e  t h i r d  one h a s  a t i m e  

c o m p l e x i t y  o f  O ( n l o g n ) ,  w h e r e  n i s  t h e  number o f  t a s k s  i n  

t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  be  s c h e d u l e d .

I n  t h i s  c h a p t e r  we p r e s e n t  two o n - l i n e  a l g o r i t h m s .  We 

c a l l  t h e s e  a l g o r i t h m s  NEXT-FIT-2 and  NEXT-FIT-M. An o n 

l i n e  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  i s  more  d i f f i c u l t  t h a n  an  o f f 

l i n e  a l g o r i t h m  b e c a u s e  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  n a t u r e  o f  t h e

a r r i v i n g  t a s k s  i n  an  o n - l i n e  p r o c e s s i n g  i s  u n p r e d i c t a b l e .  

I n  g e n e r a l .  T h e  p e r f o r m a n c e  o f  an  o n - l i n e  a l g o r i t h m  i s  

s u b s t a n t i a l l y  a f f e c t e d  by t h e  p e r m u t a t i o n  o f  t h e  t a s k s  i n  a

63
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g i v e n  s e t .  We w i l l  show t h a t  t h e  t i m e  c o m p l e x i t y  o f  t h e s e  

a l g o r i t h m s  i s  0 ( n )  and  t h e i r  s p a c e  c o m p l e x i t y  i s  0 ( 1 ) .  We

w i l l  a l s o  show t h a t  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f

NEXT-FIT-2  i s  l e s s  t h a n  2 . 4 1 4 3 ,  an d  t h a t  t h e  w o r s t - c a s e

p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  NEXT-FIT-M i s  l e s s  t h a n  2 . 2 8 3 8 .

I n  S e c t i o n  4 . 4 ,  we show  t h a t  i f  t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  be  

s c h e d u l e d  d o e s  n o t  c o n t a i n  an y  t a s k  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  

i n  t h e  r a n g e  ( 2 ^ ^ ^ - 1 , 1 / 2 ] ,  t h e n  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  

r a t i o  o f  NEXT-FIT-M w ou ld  b e  l e s s  t h a n  1 . 9 1 1 .
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4.2 The Algorithm NEXT-FIT-2:
L e t  I T-j , T 2 , . . . .  T ^ l  b e  t h e  s e t  o f  t a s k s  w i t h

u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  |  u-| , U2 ............. u ^  r e s p e c t i v e l y .

D i v i d e  t h i s  s e t  o f  t a s k s  i n t o  2 d i f f e r e n t  c l a s s e s  a s  

f o l l o w s .  L e t  a n y  t a s k  Tj  ̂ b e l o n g  t o  c l a s s - 1  i f  u^> ( 2 ^ / * - 1 ) ,  

w h e r e  x i s  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  g r e a t e r  t h a n  1 , and  l e t  i t  

b e l o n g  t o  c l a s s - 2  i f  Uj  ̂ K ( 2  ̂ 1 ) ,  a s  shown b e l o w .

c l a s s  o f  t a s k  r a n g e  o f  u t i l i z a t i o n  f a c t o r

1 ( 2 I / X - I  , 1 ]

2  ( 0  , 2 1 / X - l ]

S i m i l a r l y  d i v i d e  t h e  s e t  o f  a l l  p r o c e s s o r s  i n t o  2 d i f f e r e n t  

c l a s s e s .  A p r o c e s s o r  d e s i g n a t e d  t o  p r o c e s s  c l a s s - k  t a s k s  

e x c l u s i v e l y  i s  r e f e r r e d  t o  a s  a  c l a s s - k  p r o c e s s o r ,  1 ^  k  < 2 . 

F o r  c o n v e n i e n c e ,  l e t  a  p r o c e s s o r  o f  c l a s s - k ,  K  k K 2 ,  b e  

c a l l e d  " f i l l e d "  i f  i t  h a s  b e e n  u s e d  and  i t  i s  n o t  i n t e n d e d  

t o  a s s i g n  a n y  m ore  t a s k s  t o  i t .  L e t  a p r o c e s s o r  be  c a l l e d  

" a c t i v e "  i f  i t  i s  t h e  p r o c e s s o r  t o  w h i c h  t h e  n e x t  c l a s s - k  

t a s k  w i l l  b e  a s s i g n e d .

Algorithm NEXT-FIT-2
/ *  i = t h e  j t h  p r o c e s s o r  o f  c l a s s - k  * /

/ *  = t h e  t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  a l l  t h e  t a s k s

a s s i g n e d  t o  t h e  a c t i v e  p r o c e s s o r  o f  c l a s s - k  * /
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/ *  = t h e  number  o f  t a s k s  a s s i g n e d  t o  t h e  a c t i v e

p r o c e s s o r  o f  c l a s s - k  * /

1 . f o r  k  = 1 t o  2  do

s e t  N}̂  = 1

s e t  

e n d - f o r  ;

2 . s e t  i  = 1 ;

3 .  w h i l e  i  ^  n do

i f  U£ > ( 2 ^ ^ ^ - 1 ) t h e n  / *  Tj  ̂ i s  a  c l a s s - 1  t a s k  * /  

s e t  k  = 1 

e l s e  /*  Tj! i s  a c l a s s - 2  t a s k  * /  

s e t  k = 2  

e n d - i f  ;

i f  > (m^ + 1  ) ( 2  ̂ /  ) _-| ) _ t h e n

s e t  = N^+1 ; 

s e t  Uj  ̂ = raj  ̂ = 0  

en d  - i f ;

a s s i g n  Tj  ̂ t o  Pk.Nj^: 

s e t  Uj  ̂ = U}̂  + u^ ;  

s e t  = m^ + 1 ;

s e t  i  = i  + 1 

e n d - w h i l e  ;

4 .  i f  = 0 ,  K k_<2 , t h e n

s e t  Nj  ̂ = -  1 ;

The f i n a l  v a l u e s  o f  Nj^, 1 _< k  ^  2 ,  w o u ld  be  t h e  number  

o f  c l a s s - k  p r o c e s s o r s  u s e d  by t h e  a l g o r i t h m .
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4 . 2 . 1  The  C o m p l e x i t y  o f  N E X T - F I T - 2 :

F o r  e a c h  t a s k  T ^ , 1 < i  _< n ,  t h i s  a l g o r i t h m  f i r s t

d e t e r m i n e s  i t s  c l a s s  b y  a  s i n g l e  t e s t ,  and  t h e n  b y  an

a d d i t i o n a l  t e s t  i t  d e t e r m i n e s  w h e t h e r  o r  n o t  i t  i s  f e a s i b l e  

on  t h e  a c t i v e  p r o c e s s o r  o f  i t s  c l a s s .  I f  t h e  t a s k  i s

f e a s i b l e  on  t h e  a c t i v e  p r o c e s s o r  o f  i t s  c l a s s ,  t h e

a l g o r i t h m  a s s i g n s  i t  t o  t h e  p r o c e s s o r .  O t h e r w i s e ,  i t  p i c k s  

a  new p r o c e s s o r  t o  b e  t h e  a c t i v e  o n e .  T h e r e f o r e  b y  a 

c o n s t a n t  a m o u n t  o f  c o m p u t a t i o n  t h i s  a l g o r i t h m  a s s i g n s  a 

t a s k  t o  a  p r o c e s s o r .  H e n c e ,  t h e  t i m e  c o m p l e x i t y  o f  NEXT- 

F I T - 2  i s  0 ( n )  .

I f  we c o n s i d e r  a f i l l e d  p r o c e s s o r  a s  t h e  o u t p u t  o f  t h e  

a l g o r i t h m ,  t h e n  NEXT-FIT-2 n e e d s  o n l y  2 s t o r a g e  s p a c e s  f o r  

two a c t i v e  p r o c e s s o r s .  T h e r e f o r e ,  t h e  s p a c e  c o m p l e x i t y  o f  

NEXT-FIT-2 i s  0 ( 1 ) .
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4.2.2 Worst-Case Analysis of NEXT-FIT-2:
The u p p e r  b o u n d  f o r  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  

o f  N EX T-FIT-2 ,  d e n o t e d  by  r ( N F 2 ) , i s  o b t a i n e d  i n  two p a r t s .  

I n  p a r t  I  we c a l c u l a t e  t h e  u p p e r  b o u n d  f o r  r ( N F 2 )  when 

X = 2 ,  and i n  p a r t  I I  we c a l c u l a t e  t h e  b o u n d  f o r  x > 2 .

We w i l l  a s s u m e  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s  t h r o u g h o u t  t h i s  

s e c t i o n .

-  L e t  N* a n d  N(NF2) d e n o t e ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  number 

o f  p r o c e s s o r s  n e e d e d  by a n  o p t i m a l  a l g o r i t h m  and  t h e  

num be r  o f  p r o c e s s o r s  n e e d e d  b y  NEXT-FIT-2  t o  

s c h e d u l e  a  g i v e n  s e t  o f  t a s k s .

-  L e t  N-j an d  Np d e n o t e ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  number  o f  

c l a s s - 1  p r o c e s s o r s  and t h e  num be r  o f  c l a s s - 2  

p r o c e s s o r s  n e e d e d  by NEXT-FIT-2  t o  s c h e d u l e  t h e  

g i v e n  s e t  o f  t a s k s .

-  L e t  S ,  S-| , a n d  S 2  d e n o t e ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  sum o f  

t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  a l l  t a s k s ,  t h e  sum o f  t h e  

u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  a l l  c l a s s - 1  t a s k s ,  and t h e  

sum o f  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  a l l  c l a s s - 2  t a s k s  

i n  t h e  g i v e n  s e t .

Part I : x = 2.

Si
Lemma 4.1  : F o r  x = 2 , we h a v e  N-i < -------------------  + 1 .

( 2 1 / 2 - 1 )

P r o o f  : S i n c e  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  an y  c l a s s - 1

t a s k  i n  t h i s  c a s e  i s  g r e a t e r  t h a n  ( 2 1 / 2 - 1 ) and  s i n c e  any
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f i l l e d  c l a s s - 1  p r o c e s s o r  m u s t  h a v e  a t  l e a s t  o n e  c l a s s - 1  

t a s k  a s s i g n e d  t o  i t ,  we c o n c l u d e  t h a t

Si Si

Q .E .D .

Ni  <   <   +  1 .
( 2 1 / 2 - 1 ) ( 2 1 / 2 - 1 )

2 8 2

Lemma 4 . 2 : For  x = 2 ,  we  h a v e  N2  <   + 2.
Ln2

P r o o f  ; By Theorem A.1 o f  A p p e n d i x  A, t h e  v a l u e  o f  

m ( 2 l / ™ - 1 )  a p p r o a c h e s  Ln2 when  m a p p r o a c h e s  i n f i n i t y .  

T h e r e f o r e ,  t h e  t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  t h e  t a s k s  

a s s i g n e d  t o  a n y  two a d j a c e n t  c l a s s - 2  p r o c e s s o r s  m us t  be  

g r e a t e r  t h a n  L n 2 . F o r  o t h e r w i s e ,  t h e  n e x t  p r o c e s s o r  m u s t  

h a v e  b e e n  u s e d  i l l e g a l l y .  T h u s ,  we c o n c l u d e  t h a t ;

N2  8 2  8 2

<   <   + 1
Ln2 Ln2

2 8 2

and  N2  <   + 2 .
Ln2

Q .E . D .

C o r o l l a r y  4 . 1 : For  x = 2 ,  we h a v e

28
N(NF2) < --------- + 2 .

Ln2
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P r o o f  ;

Si 2 8 2

N(NF2) = Ni + No <   +   + 2
( 2 1 / 2 - 1 )  Ln2

2 Si 2 8 2

2 ( 2 1 / 2 - 1 )  Ln2
+ 2

28i 2 8 2

+ 2
Ln2 Ln2 

28
  + 2 .
Ln2

Q . E . D .

2
Theorem  4 . 1 :  F o r  x = 2 ,  we h a v e  r (N F 2 )  < ------

Ln2

P r o o f  : We o b v i o u s l y  h a v e  N* ^  8 , a n d  by  C o r o l l a r y  4 .1

28
we h a v e  N(NF2) < --------- + 2 .  T h u s ,

Ln2

N(NF2) 2
r ( N F 2 )  = l i m  --------------  <  .

N*— CO N* Ln2

Q .E . D .
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Part II: X > 2.

Lemma 4 . 3 : F o r  x > 2 ,  we h a v e

2 Si
N, < ------------------------------------  + 4 .

( x - 1 ) ( 2 l / ( x - 1 ) - 1 )

P r o o f  : D i v i d e  a l l  t h e  f i l l e d  c l a s s - 1  p r o c e s s o r s  i n t o

two g r o u p s  a s  f o l l o w s .  L e t  a l l  f i l l e d  c l a s s - 1  p r o c e s s o r s  

w h i c h  h a v e  l e s s  t h a n  ( x - 1 ) t a s k s  a s s i g n e d  t o  them a l o n g

w i t h  t h e i r  n e x t  i m m e d i a t e  n e i g h b o r s  b e l o n g  t o  g r o u p - 1 and

t h e  r e s t  o f  f i l l e d  c l a s s - 1  p r o c e s s o r s  b e l o n g  t o  g r o u p - 2 . 

The r e a s o n  f o r  t h i s  c a t e g o r i z a t i o n  w i l l  becom e c l e a r

s h o r t l y .  B e f o r e  we c o n t i n u e  f u r t h e r ,  l e t  us  make some

a d d i t i o n a l  d e f i n i t i o n s .

-  L e t  S-| , 1^ i  < 2 ,  d e n o t e  t h e  sum o f  t h e  u t i l i z a t i o n

f a c t o r s  o f  c l a s s - 1  t a s k s  a s s i g n e d  t o  a l l  g r o u p - i

p r o c e s s o r s ,

-  and  l e t  N-| K  i  ^  2 , b e  t h e  n u m b e r  o f  p r o c e s s o r s

i n  g r o u p - i .

S i n c e  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  a n y  c l a s s - 1  t a s k  i s  

g r e a t e r  t h a n  ( 2 ^ / * - 1 ) and s i n c e  e a c h  g r o u p - 2  p r o c e s s o r  h a s  

a t  l e a s t  ( x - 1 ) c l a s s - 1  t a s k s  a s s i g n e d  t o  i t ,  we h a v e

^ 1  , 2
^ 1 , 2  <   + ■' •

( x - 1 ) ( 2 ^ / X - 1 )
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We n e x t  c o n s i d e r  g ro u p -1  p r o c e s s o r s .  R e l a b e l  g r o u p - 1  

p r o c e s s o r s  i n  i n c r e a s i n g  o r d e r  o f  t h e i r  i n d e x  a s  P-| , ? 2

 ̂ . L e t  b e  t h e  t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  t h e  

t a s k s  a s s i g n e d  t o  p r o c e s s o r  Pj^, 1 ^  i  ^  N-|  ̂ . F o r  now l e t  

u s  a s s u m e  t h a t  N-| -| i s  an e v e n  n u m b e r .  I f  we c o n s i d e r  

t h e s e  p r o c e s s o r s  a s  a  g r o u p  o f  N-|  ̂ / 2  a d j a c e n t  p a i r s ,  t h e n ,  

by d e f i n i t i o n ,  t h e  f i r s t  p r o c e s s o r  i n  e a c h  p a i r  h a s  l e s s  

t h a n  ( x - 1 )  t a s k s  a s s i g n e d  t o  i t .  L e t  P a n d  P^+^ b e  one  

s u c h  p a i r ,  w h e r e  Pj  ̂ h a s  m < ( x - 1 ) t a s k s  a s s i g n e d  t o  i t .  

T h en ,  we m u s t  h a v e  Uj  ̂ + > (m+1 ) ( 2^  ̂ ^ -1 ) . F o r

o t h e r w i s e ,  t h e  a s s i g n m e n t  o f  t a s k s  t o  i s  made

i l l e g a l l y .  S i n c e ,  by Theorem A,.2 o f  A p p e n d i x  A, t h e  v a l u e  

o f  (m+1 ) ( 2 ^ / ( ™ ^ 1 ) - 1 ) d e c r e a s e s  a s  t h e  v a l u e  o f  m i n c r e a s e s ,  

by s u b s t i t u t i n g  t h e  maximum p o s s i b l e  v a l u e  o f  m i n  t e r m s  o f  

X we g e t  + U^ + 1  > (x -1  ) (2 ^ ^ -1 ) . S i n c e  t h i s  i s  t r u e  

f o r  a n y  s u c h  p a i r  o f  g r o u p - 1  p r o c e s s o r s ,  we h a v e

^ 1  , 1  ^ 1  , 1

+  1 •

2  ( x - 1 ) ( 2 l / ( x - 1 ) - 1 )

2 S i , i
T h e r e f o r e ,  Ni i < -------- :---------------------------  + 2 .

( x - 1 ) ( 2 l / ( x - 1 ) - 1 )

I f  N-| 1 i s  odd t h e n ,

M l,  1 - 1  S i , i  -  j

( x - 1 ) ( 2 l / ( x - 1 ) - 1 )

S l , l

( x - 1 ) ( 2 l / ( x - l ) - 1 )
+ 1
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2 S i , i
T h e r e f o r e ,  Ni i < ------------------------------------  + 3 .

We p r o c e e d  t o  f i n i s h  t h e  p r o o f  o f  Lemma 4 . 4 .

Ni = j  + 2

2 ^ 1 , 1  2 Si 2

2 S l , 1  2 Si 2

+ 4

+ 4
( x - 1 ) ( 2 l / ( x - 1 ) - 1 )  2 ( x - 1 ) ( 2 l / x - 1 )

We n e x t  show  t h a t  ( x - 1 ) ( 2 ^ ^ ^ - 1)  < 2 ( x - l ) ( 2 ^ / * - ! ) .

By T h e o re m  A . 2 o f  A p p e n d i x  A, ( x - 1 ) ( 2 ^ ^ ^ - 1)  h a s  i t s  

maximum v a l u e  when x h a s  i t s  minimum p o s s i b l e  v a l u e ,  a n d ,  

b y  T h e o re m  A . 3 ,  ( x - 1 ) ( 2 ^ )  h a s  i t s  minimum v a l u e  when  x 

h a s  i t s  minimum p o s s i b l e  v a l u e .  T h e n ,  by s u b s t i t u t i n g  t h e  

minimum p o s s i b l e  v a l u e  o f  x ,  w h i c h  i s  3 , i n  b o t h  s i d e s  o f  

t h e  i n e q u a l i t y  t h e  p r o o f  o f  o u r  c l a i m  becom es  o b v i o u s .

As a  r e s u l t ,  we h a v e

2 S, , ,  2 S, , 2
N-| <( ------------------------------------  +   + 4

( x - 1 ) ( 2 l / ( x - 1 ) - 1 ) ( x - 1 ) ( 2 l / ( % - 1 ) - l )

2 Si

( x - 1 ) ( 2 l / ( x - 1 ) - 1 )

Q .E . D .

+ 4.
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S2
Lemma 4 . 4 : F o r  x > 2 ,  we h a v e  N2  < ---------------------------- + 1 .

Ln 2 - ( 2 l / % - 1 )

P r o o f  ; By T heo re m  A . 1 o f  A p p e n d i x  A, a s  l o n g  a s  t h e

u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  a  s e t  o f  t a s k s  i s  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  

t o  Ln2 t h e  s e t  c a n  be  s c h e d u l e d  on  o n e  p r o c e s s o r  b y  NEXT- 

F I T - 2 .  S i n c e  a n y  c l a s s - 2  t a s k  h a s  a u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  

a t  m o s t  ( 2 ^ / * - 1 ) ,  t h e  t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  t h e  

t a s k s  a s s i g n e d  t o  e a c h  c l a s s - 2  p r o c e s s o r  m u s t  b e  g r e a t e r  

t h a n  L n 2 - ( 2 ^ ^ ^ - 1 ) .  The p r o o f  o f  lemma t h e n  f o l l o w s  f rom  

t h i s  f a c t .

Q .E . D .

C o r o l l a r y  4 . 2 : For  x > 2 ,  we h a v e

28
N(NF2) < ------------------------------------  + 5

( x - 1 ) ( 2 l / ( x - 1 ) - l )

P r o o f  :

N(NF2) = NI + N2

28^ 8 2

(x-1)(2l/(x-1)-1) Ln2-(2l/x-1)

28^ 28g

( x - 1 ) 2 (L n 2 - ( 2 l / % - ! ) )
+ 5

We n e x t  show t h a t  ( x - 1 ) ( 2 ^ ^ ^ - 1)  < 2 ( L n 2 - ( 2 ^ ^ ^ - 1 ) ) .

The  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  t h i s  i n e q u a l i t y  h a s  i t s  minimum 

v a l u e  when x h a s  i t s  minimum p o s s i b l e  v a l u e ,  a n d ,  by
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Theorem A. 2 o f  A p p e n d i x  A, t h e  l e f t  hand  s i d e  h a s  i t s  

maximum v a l u e  a l s o  when x h a s  i t s  minimum p o s s i b l e  v a l u e .  

By s u b s t i t u t i n g  t h e  minimum p o s s i b l e  v a l u e  o f  x ,  w h i c h  i s  

3 ,  i n  b o t h  s i d e s  we p r o v e  o u r  c l a i m .  As a r e s u l t ,  we h a v e

25^ 2 8 2

N(NF2) < ------------------------------------  +   + 5
(x-1)(2l/(x-1)-1) (x-1)(2l/(x-1)-1)

28
+ 5

Q .E .D .

Theorem  4 . 2 : F o r  x > 2 ,  we h a v e

r (N F 2 )  <
( x - 1 ) ( 2 l / ( x - 1 ) - 1 )

P r o o f  : We o b v i o u s l y  h a v e  N* S , and by  C o r o l l a r y  4 . 2

28
we h a v e  N(NF2) < ------------------------------------  + 5.

( x - 1 ) ( 2 l / ( x - 1 ) - 1 )

N(NF2) 2
T h u s ,  r (N F 2 )  = l i m  --------------- <

N * ^  oo N* ( x - 1 ) ( 2 l / ( x - 1 ) - 1 )

Q .E .D .

The n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  b o u n d s  i n  Theorems 4 .1  and  4 . 2  

f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  x a r e  shown i n  T a b l e  4 . 1 .  By 

l o o k i n g  a t  t h e  v a l u e s  shown i n  T a b l e  4 . 1 ,  we s e e  t h a t  t h e  

b e s t  c h o i c e  f o r  x  i s  3 .
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T a b l e  4 .1  : The  u p p e r  b o u n d s  f o r  w o r s t - c a s e

p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  NEXT-FIT-2 

f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  x .

X upper bound

2 2 . 8 8 5 3 . . .

3 2 . 4 1 4 2 . . .

4 2 . 5 6 4 8 . . .

5 2 . 6 4 2 6  . . .

6 2 . 6 9 0 0 . . .
, •

•
#

oo 2 . 8 8 5 3 . . .
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To e s t a b l i s h  a l o w e r  b o u n d  f o r  r ( N F 2 ) , l e t  u s  c o n s i d e r  

t h e  f o l l o w i n g  two e x a m p l e s .

E x a m p l e - 1 :

I n  t h i s  e x a m p le  t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  b e  s c h e d u l e d  

c o n s i s t s  o f  a  c o m b i n a t i o n  o f  t h r e e  d i f f e r e n t  t y p e s  o f  

t a s k s  :

T y p e - 1 :  t a s k s  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  

T y p e - 2 :  t a s k s  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  L n 2 - ( 2 ^ ^ ^ - 1 ) .  

T y p e - 3 :  t a s k s  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  1 / N ^ , w h e r e  N 

i s  a  s u f f i c i e n t l y  l a r g e  i n t e g e r .

The a p p e a r a n c e  o f  t a s k s  i n  t h e  l i s t  i s  a s  f o l l o w s :

-  N r e p e t i t i o n  o f

-  one  t y p e - 1  t a s k

-  N t y p e - 3 t a s k s

-  o n e  t y p e - 2  t a s k

-  N t y p e - 3  t a s k s

An o p t i m a l  a l g o r i t h m  c a n  s c h e d u l e  t h i s  s e t  o f  t a s k s  on 3N /4  

p r o c e s s o r s  a s  f o l l o w s :

-  N/2  p r o c e s s o r s  e a c h  w i t h

-  o n e  t y p e - 1  t a s k

-  two t y p e - 2  t a s k s

-  2N t y p e - 3  t a s k s

-  N /4  p r o c e s s o r s  e a c h  w i t h

-  two t y p e - 1  t a s k s

-  4N t y p e - 3  t a s k s
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When X = 2 ,  t h e  NEXT-FIT-2 a l g o r i t h m  w o u ld  u s e  2N

p r o c e s s o r s  a s  f o l l o w s :

-  N p r o c e s s o r s  e a c h  w i t h

-  o n e  t y p e - 1  t a s k

-  N t y p e - 3  t a s k s

-  N p r o c e s s o r s  e a c h  w i t h

-  o n e  t y p e - 2  t a s k

-  N t y p e - 3  t a s k s

N(NF2) 8
T h e r e f o r e ,  f o r  x = 2 ,  we h a v e = 2 . 6 6 6 6 . . .

N 3

When X > 2 ,  t h e  NEXT-FIT-2 a l g o r i t h m  w o u ld  u s e  N+3

p r o c e s s o r s  a s  f o l l o w s :

-  N p r o c e s s o r s  e a c h  w i t h

-  o n e  t y p e - 1  t a s k

-  o n e  t y p e - 2  t a s k

-  3 p r o c e s s o r s  f o r  t y p e - 3  t a s k s .

N(NF2)
T h e r e f o r e ,  f o r  x > 2 ,  we h a v e

N

4 1
—  +  ---------------

3 4N

E x a m p l e - 2  :

I n  t h i s  e x a m p le  t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  be  s c h e d u l e d  

c o n s i s t s  o f  a  c o m b i n a t i o n  o f  two d i f f e r e n t  t y p e s  o f  t a s k s :  

T y p e - 1 :  t a s k s  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  1 / 2 .

T y p e - 2 ;  t a s k s  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  1 / 3 .
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The a p p e a r a n c e  o f  t a s k s  i n  t h e  l i s t  i s  a s  f o l l o w s :

-  N r e p e t i t i o n  o f

-  o n e  t y p e - 1  t a s k

-  one  t y p e - 2  t a s k

An o p t i m a l  a l g o r i t h m  c a n  s c h e d u l e  t h i s  s e t  o f  t a s k s  on  5N/6 

p r o c e s s o r s  a s  f o l l o w s :

-  N /2  p r o c e s s o r s  e a c h  w i t h  two t y p e - 1  t a s k s

-  N /3  p r o c e s s o r s  e a c h  w i t h  t h r e e  t y p e - 2  t a s k s

When X = 2 ,  t h e  NEXT-FIT-2 a l g o r i t h m  w o u ld  u s e  3N/2

p r o c e s s o r s  a s  f o l l o w s :

-  N p r o c e s s o r s  e a c h  w i t h  one t y p e - 1  t a s k

- N/2  p r o c e s s o r s  e a c h  w i t h  two t y p e - 2  t a s k s

N(NF2)
T h e r e f o r e ,  f o r  x = 2,  we have  --------------  = 1 . 8

N*

When X > 2 ,  t h e  NEXT-FIT-2 a l g o r i t h m  w o u ld  u s e  2N

p r o c e s s o r s  a s  f o l l o w s :

-  N p r o c e s s o r s  e a c h  w i t h  one t y p e - 1  t a s k

- N p r o c e s s o r s  e a c h  w i t h  one  t y p e - 2  t a s k

N(NF2)
T h e r e f o r e ,  f o r  x > 2 we h a v e  --------------  = 2 . 4

N*

The f i r s t  e x a m p l e  e s t a b l i s h e s  a l o w e r  b o u n d  f o r  r (N F 2 )  

when X = 2 , an d  t h e  s e c o n d  e x a m p le  e s t a b l i s h e s  a  lo w e r

bound  f o r  r ( N F 2 )  when x > 2 .
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As we c a n  s e e  f ro m  t h e s e  two e x a m p l e s ,  t h e  b e s t  c h o i c e  

o f  X w i l l  d e p e n d  on  t h e  t y p e  o f  t a s k s  t o  be  s c h e d u l e d .  B u t  

i n  g e n e r a l , when t h e  t a s k s  t o  b e  s c h e d u l e d  a r e  n o t  a l w a y s  a  

s p e c i f i c  t y p e ,  t h e n  t h e  c h o i c e  o f  x = 3 i s  t h e  b e s t .  The 

l o w e r  b o u n d  and  t h e  u p p e r  b o u n d  o f  r ( N F 2 )  f o r  x = 3 ( f r o m  

T a b l e  4 . 1  a n d  E x a m p l e - 2 )  a r e :  2 . 4  ^  r (N F 2 )  < 2 . 4 1 4 3 .

I n  t h e  n e x t  s e c t i o n  we p r e s e n t  a n o t h e r  o n - l i n e  

a l g o r i t h m ,  w h i c h  h a s  t h e  same c o m p l e x i t y  a s  N EX T-FIT-2 ,  b u t  

i t s  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  i s  b e t t e r  t h a n  t h a t  o f  

N E X T -F IT -2 .
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4 . 3  The  A l g o r i t h m  NEXT-FIT-M:

L e t  I ^1 ’ ^ 2 ’ • • • » T^ j be t h e  s e t  o f  t a s k s  w i t h

u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  |  u-| , U2 , . . . .  u^  |  , r e s p e c t i v e l y .  L e t  

M b e  a p o s i t i v e  i n t e g e r  g r e a t e r  t h a n  2 .  D i v i d e  t h e  s e t  o f  

t a s k s  i n t o  M d i f f e r e n t  c l a s s e s  as f o l l o w s .  L e t  a n y  t a s k  T^ 

b e l o n g  t o  c l a s s - k  i f  ( 2 l / ( k + 1 ) _ i )  < < ( 2 ^ / ^  _ i _ f o r

K k < M ,  and  l e t  i t  b e l o n g  t o  c l a s s - M  i f  0 < u^  < ( 2 ^ / ^  _ i ) ^  

as  shown b e l o w .

c l a s s  o f  t a s k  r a n g e  o f  u t i l i z a t i o n  f a c t o r

1 ( 2 1 / 2 - 1  , 1 1

2 ( 2 1 / 3 - 1  , 2 1 / 2 - 1 ]

3 ( 2 1 / 4 - 1  , 2 1 / 3 - 1 ]

M ( 0  , 2 I /M.- 1 ]

S i m i l a r l y  d i v i d e  t h e  s e t  o f  a l l  p r o c e s s o r s  i n t o  M d i f f e r e n t  

c l a s s e s .  A p r o c e s s o r  d e s i g n a t e d  t o  p r o c e s s  c l a s s - k  t a s k s  

e x c l u s i v e l y  i s  r e f e r r e d  t o  a s  a  c l a s s - k  p r o c e s s o r .  Note  

t h a t  s i n c e  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  a t a s k  i n  c l a s s - k  i s  

l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  ( 2 ^ ^ ^ - 1 ) ,  by  T heorem  2 . 1 ,  a t  l e a s t  k 

c l a s s - k  t a s k s  c a n  b e  s c h e d u l e d  by  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  

s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  on  one  p r o c e s s o r .  The  f o l l o w i n g  

a l g o r i t h m  a s s i g n s  e x a c t l y  k  c l a s s - k  t a s k s  t o  each  

p r o c e s s o r ( e x c e p t  p o s s i b l y  t h e  l a s t  p r o c e s s o r )  u s e d  from 

c l a s s - k ,  f o r  1^k<M. The  a l g o r i t h m  a s s i g n s  c l a s s - M  t a s k s  t o  

c l a s s - M  p r o c e s s o r s  so  t h a t  t h e  t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f
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a l l  t h e  t a s k s  a s s i g n e d  t o  e a c h  c l a s s - M  p r o c e s s o r  d o e s  n o t  

e x c e e d  Ln2 .  F o r  c o n v e n i e n c e ,  l e t  a p r o c e s s o r  o f  c l a s s - k ,  

1 ^  k  ^  M, b e  c a l l e d  " f i l l e d "  i f  i t  h a s  b e e n  u s e d  and  i t  i s

n o t  i n t e n d e d  t o  a s s i g n  a n y  m o re  t a s k s  t o  i t .  L e t  a 

p r o c e s s o r  b e  c a l l e d  " a c t i v e "  i f  i t  i s  t h e  p r o c e s s o r  t o

w h i c h  t h e  n e x t  c l a s s - k  t a s k  w i l l  b e  a s s i g n e d .  S i n c e  NEXT- 

FIT-M a s s i g n s  k  c l a s s - k  t a s k s  t o  e a c h  c l a s s - k  p r o c e s s o r  and 

s i n c e  t h e  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  a n y  c l a s s - k  t a s k  i s  g r e a t e r  

t h a n  - 1 ) ,  1 ^  k < M, t h e r e f o r e  t h e  t o t a l

u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  a l l  t h e  t a s k s  a s s i g n e d  t o  an y  f i l l e d

c l a s s - k ,  K  k  <M, p r o c e s s o r  i s  g r e a t e r  t h a n  k ( 2 ^ ^-1 ) .

A l s o ,  s i n c e  a n y  c l a s s - M  t a s k  h a s  a  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f  a t  

m os t  ( 2 ^ / ^  - 1 ) ,  t h e r e f o r e  t h e  t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  o f

a l l  t h e  t a s k s  a s s i g n e d  t o  eac h  f i l l e d  c l a s s - M  p r o c e s s o r  

m u s t  b e  g r e a t e r  t h a n  L n 2 - ( 2 ^ ^ ^ - 1 ) .  A n o t h e r  i m p o r t a n t  

p r o p e r t y  o f  NEXT-FIT-M i s  t h a t  t h e  n u m b e r  o f  c l a s s - k  

p r o c e s s o r s ,  1 ^  k < M, u s e d  by  t h e  a l g o r i t h m  i s  i n d e p e n d e n t  

o f  t h e  o r d e r  o f  a r r i v a l  o f  t h e  t a s k s .  I n  o t h e r  w o rd s ,  

e x c e p t  f o r  c l a s s - M  p r o c e s s o r s ,  a n y  p e r m u t a t i o n  o f  t h e  t a s k s  

i n  t h e  o r i g i n a l  l i s t  w i l l  r e s u l t  i n  t h e  same number  o f  

p r o c e s s o r s  u s e d  by  NEXT-FIT-M. As we w i l l  s e e ,  t h e s e  

p r o p e r t i e s  make t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  

o f  NEXT-FIT-M r e l a t i v e l y  e a s y .
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A l g o r i t h m  NEXT-FIT-M

/ *  L e t  Pj^ r e f e r  t o  t h e  i t h  p r o c e s s o r  o f  c l a s s - k  * /

1 . f o r  k =  1 t o  M do s e t  = 1 ;

2 . s e t  1 = 1 ;

3 .  w h i l e  i  < n  do

i f  i s  a t a s k  f rom  c l a s s - k  ,K k< M ,  t h e n

a s s i g n  T i  t o  P k . N ^ :

i f  h a s  c u r r e n t l y  k t a s k s  a s s i g n e d

t o  i t  t h e n

s e t  + 1

e n d - i f

e l s e  / *  i s  a  t a s k  f rom  c l a s s - M  * /

i f  t h e  t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  a l l  t h e

t a s k s  a s s i g n e d  t o  Pj^ i s  g r e a t e r  t h a n  

L n 2 -u ^  t h e n

s e t  Nĵ i = N{̂  + 1 

e n d - i f ; 

a s s i g n  T i  t o  

e n d - i f ;  

s e t  i  = i  + 1 

e n d - w h i l e ;

4 .  i f  Pj^ ,K k ^ M ,  h a s  no  t a s k  a s s i g n e d  t o  i t  t h e n

s e t  = N}̂  -  1 ;

The f i n a l  v a l u e s  o f  , 1 ^  k _< M, wou ld  be t h e  numbei 

o f  c l a s s - k  p r o c e s s o r s  u s e d  by t h e  a l g o r i t h m .
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4 . 3 . 1  The  C o m p l e x i t y  o f  NEXT-FIT-M:

F o r  e a c h  t a s k  T^ ,1 i  ^  n ,  t h i s  a l g o r i t h m  f i r s t  

d e t e r m i n e s  i t s  c l a s s ,  and  t h e n  i t  a s s i g n s  t h e  t a s k  t o  t h e  

a c t i v e  p r o c e s s o r  o f  i t s  c l a s s .  S i n c e  t h e  c l a s s  o f  a  t a s k  

c a n  b e  d e t e r m i n e d  i n  O(logM) t i m e  an d  t h e r e  i s  o n l y  o n e  

a c t i v e  p r o c e s s o r  i n  e a c h  c l a s s  a t  a n y  t i m e ,  t h e  t i m e -  

c o m p l e x i t y  o f  t h i s  a l g o r i t h m  i s  O ( n l o g M ) . As we w i l l  s e e  

l a t e r ,  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  t h i s  a l g o r i t h m  

i s  i n s e n s i t i v e  t o  M; a  r e a s o n a b l e  and  a  p r a c t i c a l  r a n g e  o f  

M i s  3 < M ^  12 .  T h e r e f o r e  M c a n  b e  c o n s i d e r e d  a s  a

c o n s t a n t .  H e n c e ,  t h e  t i m e - c o m p l e x i t y  o f  NEXT-FIT-M i s  

0 (n )  .

I f  we c o n s i d e r  a f i l l e d  p r o c e s s o r  a s  t h e  o u t p u t  o f  t h e  

a l g o r i t h m ,  t h e n  t h e  a l g o r i t h m  n e e d s  o n l y  M s t o r a g e  s p a c e s  

f o r  M a c t i v e  p r o c e s s o r s .  T h e r e f o r e ,  t h e  s p a c e  c o m p l e x i t y  

o f  NEXT-FIT-M i s  0 ( 1 ) .
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4 . 3 . 2  W o r s t - C a s e  A n a l y s i s  o f  NEXT-FIT-M:

F o r  a  g i v e n  s e t  o f  t a s k s ,  t h e  t o t a l  number  o f  

p r o c e s s o r s  u s e d  by  NEXT-FIT-M, d e n o t e d  by  N(NFM), i s

M
Y, N ^ , w h e r e  i s  t h e  n u m b e r  o f  c l a s s - k  p r o c e s s o r s  u s e d .  

k = 1

L e t  n ^ , 1 ^  k  < M, d e n o t e  t h e  n u m b e r  o f  c l a s s - k  t a s k s  i n

t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  b e  s c h e d u l e d .  t h e n .

M
N(NFM) = Y  

k = l

■ ng - ■ " 3  ■
+ • • • +

■ "M-1 ■

2 3 M-1
+ NM

L e t  Uj,j d e n o t e  t h e  t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  a l l  t h e

c l a s s - M  t a s k s  i n  t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  b e  s c h e d u l e d .  S i n c e

t h e  t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  o f  t h e  t a s k s  a s s i g n e d  t o  e a c h

f i l l e d  c l a s s - M  p r o c e s s o r  i s  g r e a t e r  t h a n  L n 2 - ( 2 ^ 1 ) ,  we

h a v e UM
NM <

L n 2 - ( 2 l / M - 1 )

T h u s ,

"2  " 3  "M-1
N(NFM) ^ n^ + — + — + . « . + ------- +

2 3

U

M-1 L n 2 - ( 2 l / 3 - l )
+ (M -1) { ] )

The a l g o r i t h m  NEXT-FIT-M a s s i g n s  1 c l a s s - 1  t a s k  t o  e a c h  

c l a s s - 1  p r o c e s s o r  i t  u s e s ,  and i t  a s s i g n s  k c l a s s - k  t a s k s  

t o  e a c h  c l a s s - k  p r o c e s s o r  ( e x c e p t  p o s s i b l y  t h e  l a s t  o n e )  i t
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u s e s ,  f o r  2 k  < M. T h e r e f o r e ,  a s y m p t o t i c a l l y ,  e a c h

c l a s s - k  t a s k  c o s t s  NEXT-FIT-M 1/ k  p r o c e s s o r s ,  f o r  k <M, 

and e a c h  c l a s s - M  t a s k  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  uj^ c o s t s

NEXT-FIT-M a t  m o s t  u ^ / ( L n 2 - ( 2 ^ ^ ^ -1  ) ) p r o c e s s o r s .  We

t h e r e f o r e  d e f i n e  a  c o s t  f u n c t i o n  f  a s :

, 1 

k
^ i

, i f  T i s  a  c l a s s - M  t a s k

i f  T^ i s  a  c l a s s - k  t a s k  and  K k<m

L n 2 - ( 2 l / M _ i )

T h u s ,  i n  t e r m s  o f  t h e  c o s t  f u n c t i o n  f  we c a n  r e w r i t e  (1)  as

n
N(NFM) < Y. f ( U i )  + (M-1) (2)

i = 1

The t e r m  (M-1) i n  (2 )  a c c o u n t s  f o r  t h e  l a s t  p r o c e s s o r s  u s e d

f rom  c l a s s - k ,  2  ^  k ^  m, f o r  w h ic h  we may n o t  h a v e  enough

c l a s s - k  t a s k s  t o  a s s i g n  t o  th e m .

F u r t h e r m o r e ,  i f  T̂  ̂ i s  a  c l a s s - k  t a s k  , f o r  1 ^  k < M, t h e n

we h a v e  ( g l / C k + l )  ) < u^ _< ( 2 ^ / ^  - 1 ) an d  f ( u ^ )  = 1 / k .

t h e r e f o r e ,

f ( u ^ )  1 1

<

^ i kuj^ k ( 2 l / ( k + 1 ) - 1 )

1
S i n c e ,  by T h e o re m  A . l  o f  A p p e n d ix  A, ------------------------------- i s

k ( 2 ^ / ( k + 1 ) - 1 )



87

r a o n o t o n i c a l l y  d e c r e a s i n g  w i t h  k ,  we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  

i n e q u a l i t y :

f ( u ^ )  1

< ------------------------------- , i f  Ui < ( 2 l / k _ l )  and  Kk<M ( a )
U i  k ( 2 l / ( k + 1 ) - 1 )

C o n s i d e r  an  o p t i m a l  a l g o r i t h m  t h a t  u s e s  N* p r o c e s s o r s  

t o  s c h e d u l e  a  s e t  o f  n t a s k s .  L e t  | t ^ i  , T ^ 2 > •••> " ^ i t - l

b e  t h e  s e t  o f  t a s k s ,  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  { u ^ ^ ,  u ^ 2 >

. . . .  u ^ t .  }> a s s i g n e d  t o  t h e  i t h  p r o c e s s o r  b y  t h e  o p t i m a l  

a l g o r i t h m ,  f o r  K i ^ N * . S i n c e  t h e  t o t a l  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  

o f  a l l  t h e  t a s k s  a s s i g n e d  t o  e a c h  p r o c e s s o r  by any  

a l g o r i t h m  can n o t  e x c e e d  1 , we h a v e

^ i
E  “ i.i < '■ ' < 1  < " * •

I n  t e r m s  o f  t h e  c o s t  f u n c t i o n  f ,  t h e  num be r  o f  p r o c e s s o r s  

u s e d  b y  NEXT-FIT-M, f o r  a g i v e n  M, t o  s c h e d u l e  |  Tj -̂j , 

T £ 2 « • • •>  T i t ^ j  w o u ld  be

^ i
F i ,M  = ] [  f ( U i i ) .  1 < i  < N*.

1 = 1

L e t  T ' = | t ' i , T ' 2 . • • • , T ' j . } b e a  s e t  o f  t a s k s  w i t h

u t i l i z a t i o n  f a c t o r s  { u ' ^ ,  u '  2 .................. u '  ^ |  , r e s p e c t i v e l y ,

w i t h  t h e  f o l l o w i n g  p r o p e r t i e s :

( 1 ) u ' m  > 0 , 1 < m < t

t

(2 ) I  < 1
m= 1



a s

t
( 3 )  F „  -  £  f ( u ' „ )  > F i _ „ ,  f o r  1 < 1 < N*

111=1

T h e n ,  we c a n  r e w r i t e  (2 )  a s ;

N*
N(NFM) < ^  ^  f ( U i j )  + (M-1)

i=1 j = l  

< N*FM + (M-1)

T h i s  i m p l i e s  t h a t  i s  t h e  w o r s t - . c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  

NEXT-FIT-M s i n c e ,

N(NFM)
r(NFM) = l im ----------------  < F^

N*— oo N*

T h e r e f o r e ,  we w i l l  c o n c e n t r a t e  o n  f i n d i n g  t h e  b o u n d  on  t h e

t  t
n u m b e r  F ^  = f ( u ' ^ ) ,  g i v e n  ^  u ' ^  < 1.

m=1 m=1

S i n c e  a n y  p e r m u t a t i o n  o f  t h e  t a s k s  i n  t h e  o r i g i n a l  l i s t

w i l l  r e s u l t  i n  t h e  same n u m b e r  o f  c l a s s - k ,  1 < k < m,

p r o c e s s o r s  u s e d  by NEXT-FIT-M, we a s s u m e ,  w i t h o u t  l o s s  o f

g e n e r a l i t y ,  t h a t  u ' -j  2  ^*2  2  ^ ' 3  2  • • •  2
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D e f i n e  a  s e q u e n c e  , a s  f o l l o w s :

Ki — K2  ~ 1

and t o  c a l c u l a t e  , f o r  i  > 2 , f i n d  t h e  s m a l l e s t  i n t e g e r  

S (=K^) so  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y  h o l d s  :

( , , 1 / ( S + I )  . 1 )  < ,  .  " j ;  ( 2 l / ( K j + 1 )  . 1 )  ( 4 )

j - 1

Some o f  t h e  v a l u e s  o f  so  c a l c u l a t e d  a r e  shown i n  t a b l e  

( 4 . 2 ) .  I t  i s  n o t  h a r d  t o  s e e  t h a t ,  f o r  i  > 2

( 2 l / % i  - 1 )  > 1 -  J  ( 2 l / ( K j + 1 )  _ i )  ( 5 )

.1=1

T a b l e  4 . 2 :  V a l u e s  o f  i n  W o r s t - C a s e

A n a l y s i s  o f  NEXT-FIT-M.

i Ki

1 1

2 1

3 4

4 30

5 2 , 6 3 5

6 7 , 1 4 5 , 8 4 7

, .
* •
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Theorem 4 . 3 : F o r  M >2 and Kj^< M ^  , Where  Kj  ̂ i s  g i v e n

by (4)  we h a v e

1 -  i - 1 )
t  i l  j - 1

Pm - I  f(u'm) < Z ----- +---------------------------------
m=1 .1 = 1 k:j Ln2 -  ( 2 ^ / ^  - 1 )

1 -  Z  ( 2 ' / ( k j + 1 ) - 1 )
i  1 j  = 1

P r o o f  ; L e t  = Z  ------  +-- :---------- -----------
.1 = 1 Ln2 -  ( 2 I /M - 1 )

The n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  M a r e

l i s t e d  i n  T a b l e  ( 4 . 3 ) .  We may h a v e  o n e  o f  t h e  f o l l o w i n g  

t h r e e  c a s e s  :

C a s e  1 : T ' i  i s  n o t  a c l a s s - 1  t a s k .  T h e n ,  u j <  ( 2 ^ / 2  _ i ) ,

K  m < t .

By (3)  we h a v e  f C u ' ^ )  < --------------------- , K  m _<t.
2 ( 2 ^/ '^ - 1 )

t  m= 1

T h e r e f o r e ,  Z  f ( u ' m )
, ; : l  2 ( 2 1 / 3  - 1 )

1
<

2 ( 2 1 / 3  - 1 )

< 1 . 9 2 3 7  < 8 %
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C a s e  2 : T '  ̂ i s  a  c l a s s - 1  t a s k  b u t  T ' 2  i s  n o t  a  c l a s s - 1

t a s k .  T h e n ,

t
I  u ' m  < 1 -  ( 2 I / 2  - 1 ) ,  and u ' ^  < ( 2 1 / 2  _ i ) ,  2 < m < t .

m=2

^  m
By ( 3)  we h a v e  f ( u '  ) < ------------------------, 2< m < t .

2 ( 2 1 / 3  - 1 ) -  -

E " ’m
t  m= 2

T h e r e f o r e ,  Y. f ( u ' m )  < f ( u ' i )  +
m= 1  2 ( 2 1 / 3  - 1 )

1 -  ( 2 I / 3  - 1 )
< 1 +

2 ( 2 1 / 3  - 1 )

< 2 . 1 2 6 9  < SM

Ca s e  3 : B o t h  T ' ^  and T ' 2  a r e  c l a s s - 1  t a s k s .  F i r s t ,  we

c o n s i d e r  t h e  c a s e  w h e r e  T'-|  E c l a s s - K - |  , T ' 2  £  c l a s s - K 2 ,

. . . ,  T'j^ G c l a s s - K ^ .  Then ,

E  u ' m  < ( 1  -  ] [  ( 2 l / ( K j  +  1 ) - 1 ) ) .
m=i + 1  3 = 1

S i n c e  M < Kj^+-| , we h a v e  T ' ^ €  c l a s s - M  f o r  a l l  i+1 £  m ^  t .  

T h e r e f o r e ,

1 -  E  ( 2 l / ( k j + 1 ) _ i )
t  i  1 3 = 1

= E f(u'm) < E ----  +- — -----------  = Sm
m=1 3 = 1  k j  Ln2 -  ( 21 / % - 1)
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We n e x t  show t h a t  w i l l  h a v e  i t s  maximum v a l u e  when

Tt  E c l a s s - K ; , f o r  1 < i < i .  
j  J  —  '  —

S up po se  Tj  ^  c l a s s - K ^  f o r  some j  < i .  Then  we h a v e  t y  <

+ f o r  a l l  j j< m j< t .  T h i s  w o u l d  r e d u c e  t h e

a b o v e  v a l u e  o f  F ^  by 1 / K^ ,  and i t  w o u l d  i n c r e a s e  t h e  v a l u e

( 2 ' / ( K j + 1 )

o f  Fm by  a t  m o s t  -------------------------------------------. We w i l l  show t h a t
(Kj + 1 ) ( 2 l / ( K j + 2 )  - 1 )

( 2 l / ( K j + 1 ) _ D  1

<
( K j + 1 ) ( 2 l / ( K j + 2 )  - 1 )  K-

S i n c e ,  b y  Th e o r e m A. 3 o f  A p p e n d i x  A,  K ( 2 ^ ^ -1 ) i s  

m o n o t o n i c a l l y  i n c r e a s i n g  w i t h  K, we h a v e

(2l/(K^ + 1 ) _i) < ((K. + 1)(2T/(Ki+2) _i))

I f  we d i v i d e  b o t h  s i d e s  o f  t h e  a b o v e  i n e q u a l i t y  by 

K j ( K i + 1 ) ( 2 l / ( K j + 2 ) - 1 ) ,  we g e t

S i n c e  t h i s  i s  t r u e  f o r  a n y  j  _< i , t h e r e f o r e ,  F |̂ h a s  i t s  

maximum v a l u e  when we h a v e  T^ £  c l a s s - K ^ , f o r  a l l  K  j  £ i .  

Q . E . D.
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T a b l e  4 . 3 :  V a l u e s  o f  Sj ĵ i n  W o r s t - C a s e

A n a l y s i s  o f  NEXT-FIT-M

M

3 2 . 3 9 6 0 . . .

4 2 . 3 4 0 4 . . .

5 2 . 2 9 2 0 . . .

6 2 . 2 9 0 0 .  . .

7 2 . 2 8 8 8 .  . .

8 2 . 2 8 7 9 .  . .

9 2.2873...
1 0 2 . 2 8 6 8 .  . .

1 1 2 . 2 8 6 4 . .  .

1 2 2 . 2 8 6 0 . . .

13 2 . 2 8 5 8 . . .

30 2 . 2 8 4 1 . . .

31 2 . 2 8 3 7 . . .

oo 2 . 2 8 3 7 . . .
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By l o o k i n g  a t  t h e  v a l u e s  o f  F(X) an d  F - | 2  ( T a b l e  4 . 3 ) ,  

we s e e  t h a t  l i t t l e  i m p ro ve m e n t  on  p e r f o r m a n c e  i s  a c h i e v e d

b e y o n d  M = 1 2 .  T h e r e f o r e ,  t h e  r e g i o n  3 ^  M ^  12 i s

r e c o m m e n de d  i n  p r a c t i c e .

To s how how c l o s e  t h e  bound  i n  Th e o r e m 4 . 3  i s  t o  a  t i g h t

b o u n d ,  we c o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e :

-  L e t  M = K^ + 1  , f o r  some i  ^  2 .

-  L e t  N b e  an  i n t e g e r  d i v i s i b l e  by  M, and e b e  a

s u f f i c i e n t l y  s m a l l  q u a n t i t y .

-  C o n s i d e r  a s e t  o f  t a s k s  c o n s i s t i n g  o f :

N t a s k s  e a c h  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r

u^ = -  1 + e ) ,  f o r  1 < j  ^ i ,  and

N t a s k s  e a c h  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  

i
U i + 1  = ( 1  -  Z  u .  -  i e ) .

.1 =  1

S i n c e  M = , b y  ( 4 )  and ( 5 )  we h a v e

( 2 l / ( M + 1 ) - i )  < < ( 2 l / M _ i ) .

T h e r e f o r e ,  NEXT-FIT-M a s s i g n s  e x a c t l y  M t a s k s ,  e a c h  w i t h

u t i l i z a t i o n  f a c t o r  uj^^i , t o  e a c h  c l a s s - M  p r o c e s s o r  i t  u s e s ,

an d  i t  a s s i g n s  K.j t a s k s  e a c h  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  U:j t o  

e a c h  c l a s s - K j  p r o c e s s o r  i t  u s e s ,  f o r  1 ^  j  ^  i .  T h u s ,  t h e  

t o t a l  n um b e r  o f  p r o c e s s o r s  n e e d e d  by  NEXT-FIT-M would  be

i  N N
N(NFM) = Z  ------- +-------

.1 =  1 K j M
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i + 1

S i n c e  ^  nu = 1,  t h e  numbe r  o f  p r o c e s s o r s  n e e d e d  by
j  =  1 ■

an

o p t i m a l  a l g o r i t h m  i s  N.

N(NFM) 
T h e r e f o r e ,  ---------------

N*

i  1 1 i + 1  1

= Y . —  + —  = Z —
.1 = 1 K: M .1 = 1 K .

i + 1  1

L e t  Qf4  = Z  -------- • n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  f o r  v a r i o u s
.1 = 1 Kj

v a l u e s  o f  M, a l o n g  w i t h  t h o s e  o f  i n  T h e o r em 4 . 3 ,  i s  

shown b e l o w .

M

3

4

30

2635
•

9

C O

Qm

2 . 2 5 0 0 . . .  

2 . 2 5 0 0 . . .

2 . 2 8 3 3 . . .

2 . 2 8 3 7 . . .

’M

2 . 2 8 3 7

2 . 3 9 6 0 . . .

2 . 3 4 0 4 . . .  

2 . 2 8 4 1  . .  .

2 . 2 8 3 7 . . .
»
t

2 . 2 8 3 7 . . .

T h e r e f o r e ,  t h e  b o un d  i n  Theorem 4 . 3  i s  v e r y  c l o s e  t o  t h e  

t i g h t  b o u n d  f o r  s m a l l  v a l u e s  o f  M, an d  i t  i s  t i g h t  f o r  

l a r g e  v a l u e s  o f  M.
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4 . 4  A S p e c i a l  C a s e :

I n  t h i s  s e c t i o n  we show t h a t  i f  t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  b e  

s c h e d u l e d  d o e s  n o t  c o n t a i n  an y  t a s k  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  

i n  t h e  r a n g e  o f  , 1 / 2 ] ,  t h e n  r(NFM) < 1 . 9 1 1 .

The c l a s s i f i c a t i o n  o f  t a s k s  i n  t h i s  c a s e  a r e :

c l a s s  r a n g e  o f  u t i l i z a t i o n  f a c t o r s

1 ( 1 / 2  , 1 1

2 ( 2 1 / 3 - 1  , 2 1 / 2 - 1 ]

3 ( 2 1 / 4 - 1  , 2 1 / 3 - 1 1

4 ( 2 1 / 5 - 1  , 2 1 / 4 - 1 1

M (0 , ]
I t  i s  n o t  h a r d  t o  s e e  t h a t  e v e r y  t h i n g  we s a i d  i n  s e c t i o n

4 . 3 . 2 ,  up  t o  t h e  Theorem 4 . 3 ,  i s  a l s o  t r u e  f o r  t h i s  c a s e ,

e x c e p t  t h e  v a l u e s  o f  w h i c h  a r e  d e f i n e d  a s  f o l l o w s :

K-, = 1

K 2 — 2

and t o  c a l c u l a t e  , f o r  i > 2 , f i n d  t h e  s m a l l e s t  i n t e g e r  

S ( =K i )  so  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  i n e q u a l i t y  h o l d s :

( 2 l / ( S + 1 )  _ D  < 1 / 2  -  X  ( 2 l / ( K j + 1 )  - 1 )  ( 6 )

j  = 2

Some o f  t h e  v a l u e s  o f  s o  c a l c u l a t e d  a r e  shown i n  t a b l e

( 4 . 4 ) .  I t  i s  n o t  h a r d  t o  s e e  t h a t ,  f o r  i  > 2 ,

i - 1

( Z l / K i  - 1 )  > 1 / 2  -  Y. ( 2 l / ( K j  + 1) -1)  (7)
3 = 2
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T a b l e  4 . 4 :  V a l u e s  o f  i n  W o r s t - C a s e

A n a l y s i s  o f  NEXT-FIT-M,  f o r  

t h e  s p e c i a l  c a s e .

i Ki

1 1

2 2

3 3

4 13

5 6 , 0 1 7

. ê
• ê
# 0



9 8

L e t  T '  b e  t h e  s e t  o f  t a s k s  s a t i s f y i n g  a l l  t h e  c o n d i t i o n s  

g i v e n  i n  S e c t i o n  4 . 3 . 2  f o r  T ' , e x c e p t  t h a t  i t  d o e s  n o t  

c o n t a i n  a n y  t a s k  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  i n  t h e  r a n g e  o f  

( 2 1 / 2 - 1  , 1 / 2 1  .

We n e x t  p r o v e  t h e  f o l l o w i n g  T h e o r e m :

T h e o r e m  4 . 4 : For  M > 2 and Kj^< M < , w h e r e  i s  g i v e n

by  ( 6 ) ,  we h a v e

  -  Y. ( 2 l / ( K j  + 1 ) - 1 )
t  i  1 2  1 = 2

Fm = Z  f ( u ' m )  < Z  ------- +----------------------------------------------------
m=1 .1 =  1 K j  L n 2  -  ( 2 1 / %  - 1 )

_ [  ( 2 l / ( K i  + 1 ) _ i )
i  1 2  j = 2

P r o o f  : L e t  = Z +

j  = 1 K:j Ln2 -  ( 2 l / %  - 1 )

l i s t e d  i n  T a b l e  ( 4 . 5 )

The  n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  S^ f o r  v a r i o u s  v a l u e s  o f  M a r e
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T a b l e  4 . 5 :  V a l u e s  o f  i n  W o r s t - C a s e  

A n a l y s i s  o f  NEXT-FIT-M,  f o r  

t h e  s p e c i a l  c a s e .

M ^M

3 2 . 0 5 4 1 . . .

4 1 . 9 3 4 2 . . .

5 1 . 9 2 6 7 .  . .

6 1 . 9 2 2 4 . . .

7 1 . 9 1 9 6 . . .

a 1 . 9 1 7 7 .  . .

9 1 . 9 1 6 3 . . .

1 0 1 . 9 1 5 2 .  . .

1 1 1 . 9 1 4 3 . . .

1 2 1 . 9 1 3 6 . . .

13 1 . 9 1 3 0 . . .

14 1 . 9 1 0 4 . . .

oo 1 . 9 1 0 4 .  . .



1 0 0

We may h a v e  o n e  o f  t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  c a s e s ;

C a s e  1 : T ' i  €  c l a s s - K ,  f o r  some K ^  3 .

T h e n , ( 2 ^ / 3  _ i ) _  f o r  a l l  1 < m < t .

" ' m
By ( 3 )  we h a v e  f ( n ' _ )  < ---------------------------, 1 < m < t ,

3 ( 2 1 / 4  _ i )  -  -

t
V

t  m= 1

T h e r e f o r e ,  f ( u ' ^ )  <
m=1 3 ( 2 1 / 4  - 1 )

1
< -----------------------

3 ( 2 1 / 4  _ i )  

< 1 . 7 6 2

^ ^m *

C a s e  2 : Ti €  c l a s s - 2 .  F i r s t ,  i f  T 2  ^  c l a s s - 2  t h e n ,

< ( 2 I / 3  - 1 ) ,  f o r  a l l  2 < m < t , and

I  %  < 1 -  ( 2 ' / 3  - 1 ) .
m= 2

" ' m
By (3)  we h a v e  f ( u '  ) <  , 2 < m < t .

3 ( 2 1 / 4  _ 1 ) -  -



1 0 1

I
t  m= 2

T h e r e f o r e ,  = ][ f ( u ' ^ )  < f ( u ' ^ )  + —
m= 1  3 ( 2 1 / 4  _ i )

1 1 -  ( 2 1 / 3  - 1 )
<   +

2  3 ( 2 1 / 4  - 1 )

< 1 . 8 0 4

< S^ .

N e x t ,  i f  T ' 2  a l s o  E  c l a s s - 2  t h e n ,  

t
Y, u ' m  < 1 -  2 ( 2 1 / 3  - 1 ) ,  and < ( 2 ^ / 4  - 1 ) ,  3 < m < t ,

m=3

^  tn
By (3)  we h a v e  f ( u '  ) < ------------------------, 3 < m < t .

4 ( 2 1 / 5  - 1 ) -  -

T h e r e f o r e ,

t

I  f(u'm)
t  rn=3

FM = Z f(u'm) < f (u ' i )  + f(u'2) +
m= 1  4 ( 2 1 / 5  - 1 )

1 1 1 -  2 ( 2 1 / 3  - 1 )
<[ —  +    +  ------------------------------------------------------

2  2  4 ( 2 1 / 1 / 5  - 1 )

< 1 . 8 7 4

<



1 0 2

Case  3 : T '  ̂ €  c l a s s - 1 .  L e t  u s  f i r s t  c o n s i d e r  t h e  c a s e

w h e r e  T ' ^  E c l a s s - K ^ ,  f o r  a l l  1 £  m _<i.

The n ,  Y. u ' m  < ( ------ Z  + _ 1 ) ) .
Tn=i+1 2 1=2

S i n c e  M < , we h a v e  T ' ^  €  c l a s s - M ,  f o r  a l l  i  < m ^  t .

By ( 3 )  we h a v e

I  ( 2 ' / ( K „ , + 1 )
t  i l l  m= 2

Fm = I  f(u'm) < I  ----- + (----------------------— ---------- )
m=1 m=1 2 Ln2 -  ( 2 ^ / ^  - 1 )

= Sj^.

By an  a r g u m e n t  s i m i l a r  t o  t h e  o n e  g i v e n  i n  s e c t i o n  4 . 3 . 2 ,  

i t  i s  n o t  h a r d  t o  s e e  t h a t  i n  t h i s  c a s e ,  a l s o ,  w i l l  h a v e  

i t s  maximum v a l u e  when £  c l a s s - K ^ ,  f o r  a l l  1 ^  m ^  i .  

Q . E . D .

To show how c l o s e  t h e  bound i n  T h e o r em 4 . 2  i s  t o  a  t i g h t  

b o u n d ,  we c o n s i d e r  t h e  f o l l o w i n g  e x a m p l e :

-  L e t  M =

-  L e t  N be  an  i n t e g e r  d i v i s i b l e  by M, and  e  be  a 

s u f f i c i e n t l y  s m a l l  q u a n t i t y .

-  C o n s i d e r  a  s e t  o f  t a s k s  c o n s i s t i n g  o f :

N t a s k s  e a c h  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r

1
u-| = ( ----- + e)  ,

2
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N t a s k s  e a c h  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r

= ( 2 l / ( K j + 1 ) _ i  + e)  _ f o r  2  _< j  < i , and 

N t a s k s  e a c h  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r

Uf+l  =  I  ( 2 l / ( K j  + 1 ) _ 1  _ i e ) .
2  .1=2

By ( 6 ) a n d  (7)  we h a v e  ( 2 l / ( M + 1 ) _i ) < < ( 2 ^ / ^  -1 ) •

T h e r e f o r e ,  NEXT-FIT-M a s s i g n s  e x a c t l y  M t a s k s  e a c h  w i t h  

u t i l i z a t i o n  f a c t o r  u^ + i  t o  e a c h  c l a s s - M  p r o c e s s o r  i t  u s e s ,

a n d  i t  a s s i g n s  t a s k s  t o  e a c h  c l a s s - K j  p r o c e s s o r  i t  u s e s ,

f o r  1 1  .1 .1 i  • T h e r e f o r e  t h e  t o t a l  n u mb e r  o f  p r o c e s s o r s

n e e d e d  by NEXT-FIT-M f o r  t h e  a b o v e  s e t  o f  t a s k s  wou l d  be

i  N N
N(NFM) = ^  ------- +  .

.1 =  1 M

i + 1

S i n c e  Y. u^ = 1 ,  t h e  n u mb e r  o f  p r o c e s s o r s  n e e d e d  by an 
.1 =  1

o p t i m a l  a l g o r i t h m  i s  N.

N(NFM) i  1 1 i+1 1
T h e r e f o r ,  --------------  = Y  --------  +   = Y   •

N* .1 = 1 K.  N .1=1 K.

i + 1  1

L e t  ^   . The n u m e r i c a l  v a l u e s  o f  f o r  v a r i o u s
.1 =  1 K j
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v a l u e s  o f  M, a l o n g  w i t h  t h o s e  o f  i n  Theorem 4 . 4 ,  i s  

shown b e l o w .

3 1 . 8 3 3 3 . . .  2 . 0 5 4 1 . . .

13 1 . 9 1 0 2 . . .  1 . 9 1 3 0 . . .

6017 1 . 9 1 0 4 . . .  1 . 9 1 0 4 . . .
• •

. • •

.
C O  1 . 9 1 0 4 . .  . 1 . 9 1 0 4 . . .

T h e r e f o r e ,  t h e  bound  i n  t h e o r e m  4 . 4  i s  v e r y  c l o s e  t o  t h e  

t i g h t  b o u n d  f o r  s m a l l  v a l u e s  o f  M, and i t  i s  t i g h t  f o r  

l a r g e  v a l u e s  o f  M.
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4 . 5  Summary :

I n  t h i s  c h a p t e r  we h a v e  p r e s e n t e d  two 0 ( n ) - t i m e  and  

0 ( 1 ) - s p a c e  o n - l i n e  a l g o r i t h m s  f o r  t h e  p r o b l e m  o f  

p a r t i t i o n i n g  a  s e t  o f  p e r i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k s  w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m .  T h e s e  

a l g o r i t h m s  a r e  l e s s  c o m p l e x  t h a n  t h e  e x i s t i n g  o f f - l i n e  

a l g o r i t h m s ,  a n d  t h e i r  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  a r e  

b e t t e r  t h a n  t h a t  o f  t h e  e x i s t i n g  o f f - l i n e  a l g o r i t h m  RATE- 

MONOTONIC-NEXT-FIT, a n d  c o m p a r a b l e  t o  t h o s e  o f  t h e  o f f - l i n e  

a l g o r i t h m s  RATE-MONOTONIC-FIRST-FIT and  F I R S T - F I T -

DECREASING- UTILIZATION-FACTOR.

We a l s o  s howed t h a t  i f  t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  be  

s c h e d u l e d  d o e s  n o t  c o n t a i n  any  t a s k  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  

i n  t h e  r a n g e  ( 2 ^ ^ ^ - 1  , 1 / 2 1 , t h e n  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  

r a t i o  o f  NEXT-FIT-M i s  b e t t e r  t h a n  t h a t  o f  any  e x i s t i n g  

a l g o r i t h m  f o r  t h i s  p r o b l e m .

The a l g o r i t h m s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  c h a p t e r  a r e  t h e  o n l y  

o n - l i n e  a l g o r i t h m s  known f o r  t h i s  p r o b l e m  t o  d a t e .



CHAPTER V

CONCLUSION

I n  t h i s  d i s s e r t a t i o n  we s t u d i e d  t h e  p r o b l e m  o f  

p a r t i t i o n i n g  a  s e t  o f  p e r  i o d i c - t i m e - c r i t i c a l  t a s k s  i n t o  

d i f f e r e n t  g r o u p s ,  s u b j e c t  t o  t h e  c o n d i t i o n s  t h a t :  i )  e a c h  

g r o u p  o f  t a s k s  c a n  b e  f e a s i b l y  s c h e d u l e d  on a  s i n g l e

p r o c e s s o r  u s i n g  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m

( w h i c h  i s  t h e  b e s t  s t a t i c  p r i o r i t y  d r i v e n  a l g o r i t h m  

a v a i l a b l e  f o r  s c h e d u l i n g  t h i s  t y p e  o f  t a s k s  on a s i n g l e  

p r o c e s s o r  s y s t e m ) ;  a n d ,  i i )  t h e  n u mb e r  o f  p r o c e s s o r s  

r e q u i r e d  i s  minimum.

I n  C h a p t e r  I I I  we f i r s t  p r o v e d  t h a t  t h i s  p r o b l e m  i s  NP- 

h a r d , a n d  t h e n  p r e s e n t e d  a  new h e u r i s t i c  o f f - l i n e  

a l g o r i t h m ,  c a l l e d  F i r s t - F i t - D e c r e a s i n g - U t i l i z a t i o n - F a c t o r  

( FFDUF) . The t i m e  c o m p l e x i t y  o f  FFDUF was shown t o  be

O ( n ^ ) , a n d  i t s  s p a c e  c o m p l e x i t y  was  shown t o  b e  0 ( n ) , w h e r e

n i s  t h e  n u mb e r  o f  t a s k s  i n  t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  be  

s c h e d u l e d .  The w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  FFDUF was 

shown t o  b e  2 , w h i c h  i s  an  i m p r o v e m e n t  o v e r  t h e  w o r s t - c a s e  

p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  t h e  two e x i s t i n g  o f f - l i n e  a l g o r i t h m s .

106
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T h e r e  e x i s t s  no o n - l i n e  a l g o r i t h m  f o r  t h i s  p r o b l e m .  

S i n c e  t h e  n a t u r e  o f  t h e  a r r i v i n g  t a s k s  i n  an  o n - l i n e

p r o c e s s i n g  i s  u n p r e d i c t a b l e ,  an  o n - l i n e  s c h e d u l i n g  

a l g o r i t h m  i s  e x p e c t e d  t o  b e  mo r e  d i f f i c u l t  t h a n  a n  o f f - l i n e  

s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m ,  and i n  g e n e r a l  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  an  

o n - l i n e  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m  i s  s u b s t a n t i a l y  a f f e c t e d  by 

t h e  p e r m u t a t i o n  o f  t h e  t a s k s  i n  a  g i v e n  s e t .

I n  C h a p t e r  IV we p r e s e n t e d  two  0 ( n ) - t i m e  and 0 ( 1 ) - s p a c e  

o n - l i n e  a l g o r i t h m s  f o r  t h i s  p r o b l e m .  We c a l l e d  t h e s e  

a l g o r i t h m s  NEXT- FI T- 2 and NEXT-FIT-M.  T h e s e  a l g o r i t h m s  a r e  

l e s s  c o m p l e x  t h a n  t h e  o f f - l i n e  a l g o r i t h m s .  The w o r s t - c a s e  

p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  NEXT-FIT-2 was  shown t o  be  l e s s  t h a n  

2 . 4 1 4 3 ,  and  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  NEXT-FIT-M 

was shown t o  b e  l e s s  t h a n  2 . 2 8 3 8 .  Th e s e  r a t i o s  a r e

c o m p a r a b l e  t o  t h o s e  o f  t h e  e x i s t i n g  o f f - l i n e  a l g o r i t h m s .

We f u r t h e r  s h o we d  t h a t  i f  t h e  s e t  o f  t a s k s  t o  be  s c h e d u l e d  

d o e s  n o t  c o n t a i n  a n y  t a s k s  w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  i n  t h e  

r a n g e  ( 2 ^ ^ ^ - 1 , 1 / 2 ] ,  t h e n  t h e  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  

o f  NEXT-FIT-M w o u l d  be  l e s s  t h a n  1 . 91 1  w h i c h  i s  b e t t e r  t h a n  

t h o s e  o f  t h e  a v a i l a b l e  o f f - l i n e  a l g o r i t h m s .

T a b l e  5 . 1  s u m m a r i z e s  o u r  r e s u l t s  a n d  t h e  r e s u l t s  o f  

t h e  two p r e v i o u s l y  known h e u r i s t i c  a l g o r i t h m s  f o r  t h i s  

p r o b l e m .
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T a b l e  5 . 1  : A Summary o f  a l l  t h e  Known R e s u l t s .
n  = numbe r  o f  t a s k s  t o  b e  s c h e d u l e d .
B . C .  = S p a c e  C o m p l e x i t y .

' T . C .  = T i me  C o m p l e x i t y .
W . C . P . R .  = W o r s t - C a s e  P e r f o r m a n c e  R a t i o .

A l g o r i t h m T y p e B.C. T . C . W. C. P . R .

(RMNF) o f f - l i n e 0 (n ) O ( n l o g n ) 2 . 4  < r(RMNF) < 2 . 6 7

(RMFF) o f f - l i n e 0 (n) 0 ( n 2 ) 2 < r(RMFF) < 2 . 2 4

(FFDUF) o f f - l i n e 0 (n) 0 ( n 2 ) r (FFDUF) = 2

(NF2) o n - l i n e 0 ( 1 ) 0 ( n ) r ( NF2 )  = 2 . 4 1 4 2 . .  .

(NFM) o n - l i n e 0 ( 1 ) 0 ( n ) r(NFM) = 2 . 2837 . . . 

r(NFM) = 1 . 9 1 0 4 .  . . *

* When t h e  s e t  o f  t a s k s  d o e s  n o t  c o n t a i n  a n y  t a s k  w i t h  
u t i l i z a t i o n  f a c t o r  i n  t h e  r a n g e  ( 2  ' ^ - 1 , 1 / 2 ] .
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5 .1 S u g R e s t i o n s  f o r  F u t u r e  R e s e a r c h  :

I n  C h a p t e r  I I I  we showed by  a n  e x a m p l e  t h a t  no 

p a r t i t i o n i n g  a l g o r i t h m  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  r a t e - m o n o t o n i c  

a l g o r i t h m  c a n  h a v e  a  b e t t e r  w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  

t h a n  2 .  T h e r e f o r e ,  t h e  b o u n d  o b t a i n e d  f o r  FFDUF can  n o t  be  

i m p r o v e d .  B u t ,  o n e  may t r y  t o  l o o k  f o r  a  l e s s  complex  o f f 

l i n e  a l g o r i t h m ,  o r  l o o k  f o r  an a l g o r i t h m  t h a t  d i s t r i b u t e s  

t a s k s  e v e n l y  among p r o c e s s o r s .

The w o r s t - c a s e  p e r f o r m a n c e  r a t i o  o f  NEXT-FlT-2 i s  n o t  

shown t o  b e  t i g h t  i n  t h i s  s t u d y .  I t  w i l l  b e  i n t e r e s t i n g  t o  

s e e  w h e t h e r  t h i s  b o u n d  i s  r e a l l y  t i g h t .  I f  n o t ,  c an  i t  be  

imp r ov e d  f u r t h e r ?  I t  may a l s o  b e  i n t e r e s t i n g  t o  l o o k  f o r  

o t h e r  e q u a l l y  good  o r  b e t t e r  o n - l i n e  a l g o r i t h m s .

I t  wou l d  a l s o  be  i n t e r e s t i n g  t o  a n a l y z e  t h e  

p e r f o r m a n c e  o f  NEXT-FlT-2  a n d  t h e  o f f - l i n e  a l g o r i t h m s  when 

t h e y  a r e  a p p l i e d  t o  t a s k  s e t s  t h a t  do n o t  c o n t a i n  any t a s k  

w i t h  u t i l i z a t i o n  f a c t o r  i n  t h e  r a n g e  ( 2 ^ ^ ^ - 1 , 1 / 2 ] .

A l l  o f  t h e  s c h e d u l i n g  a l g o r i t h m s  c o n s i d e r e d  f o r  t h i s  

p r o b l e m ,  so  f a r ,  a r e  p r e e m p t i v e  a l g o r i t h m s .  I t  would  be 

i n t e r e s t i n g  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  b e h a v i o r  o f  n o n - p r e e r a p t i v e  

a l g o r i t h m s  f o r  t h i s  p r o b l e m .
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APPENDIX A

T h e o r e m  A . 1 : L e t  x be  a  p o s i t i v e  i n t e g e r .  T h e n ,

l i m  x ( 2 l / x  - 1 )  = Ln2 
X— oo

P r o o f :

2 I / X - I
l i m  x ( 2 ^ / * - 1 ) = l i m  --------------

X— 0 0  X— CO 1 / x

2 ^ - 1

= 1  im
k — 0  k

2^Ln2
= l i m  -------

k  — 0  1

= Ln2

Q . E . D .

C o r o l l a r y  A . 1 : L e t  x b e  a  p o s i t i v e  i n t e g e r .  T h e n ,

l i m  ( x - 1 ) ( 2 l / x - 1 )  = Ln2 .
X — OD

T h e o r e m  A . 2 : L e t  x b e  a  p o s i t i v e  i n t e g e r .  T h e n ,  t h e  v a l u e  

o f  f u n c t i o n  f ( x )  = x ( 2 ^ ^ ^ - 1 ) i s  m o n o t o n i c a l l y  d e c r e a s i n g  

w i t h  X .

1 1 2
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P r o o f  : We w i l l  p r o v e  t h i s  t h e o r e m  i n  two d i f f e r e n t  ways

( I )  Show t h a t  f ( x )  -  f ( x + 1 )  > 0 :

x^  x^
e^  = 1 + X +   +   + . . .

21 31

2 ,1 / x  = g ( L n 2 )  / x

Ln2 ( L n 2 ) 2  ( L n 2 ) 3
= 1 +   + " + " + . .

X 2 ! 3  ! x^

( L n 2) 2  ( L n 2 ) 3
f ( x )  = x ( 2 ^ ^ ^ - 1 ) = Ln 2  +   + —

2 !x 31x2

( L n 2 ) 2  ( Ln 2 ) 3
f ( x + 1 ) = Ln2 + - - ■ + -■ + . . .

2 ! ( x + 1 )  3 ! ( x + 1 ) 2

( L n 2 ) 2  1 1
f ( x )  -  f ( x + 1 ) = --------------  ( -------  ) +

2 ! X x + 1

( L n 2 ) 3  1 ■ 1
(  ) +

3! x2 ( x + 1 ) 2

> 0

( I I )  Show t h a t  f ' ( x )  < 0:

Ln2
f  (x )  = ? J / ^ ( 1 ------------- ) -  1
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S i n c e  e " ^  > 1 — x ,

Ln2
2 ^  = e "  ( Ln2 ) / x  )  q ___________ ^

Ln2
1 > 2 l / x ( l  )

X

T h e r e f o r e ,  f ( x )  < 0 

Q . E . D .

Theorem A . 3 : L e t  x be  a p o s i t i v e  i n t e g e r .  T h e n , t h e

v a l u e  o f  f u n c t i o n  e ( x )  = ( x - 1 ) ( 2 ^ '^^- l  ) i s  m o n o t o n i c a l l y  

i n c r e a s i n g  w i t h  x .

P r o o f  : We w i l l  p r o v e  t h i s  t h e o r e m  i n  two wa y s :

( I )  Show t h a t  g ( x + l )  -  g ( x )  > 0:

gCx) = ( x - 1 ) ( 2 l / x - l )  = x ( 2 l / x - l )  -  ( 2 1 / X - l )

g ( x + 1 ) = x ( 2 l / ( x + 1 ) - l )  = ( x + 1 ) ( 2 l / ( x + 1 ) - 1 ) -  ( 2 l / ( x + T ) _ 1 )

From t h e  p r o o f  o f  t h e o r e m  A . 2,  we h a v e :

Ln2 ( Ln2) 2  ( L n 2 ) ^
( a ^ / x - i )  = --------- +   +   + . . .

X 2 !x^ 3 ! x ^

Ui2  ( L n 2 ) :  ( 1 ^ 2 ) 3

( 2 l / ( x + l ) _ i )  = --------- + ------------------  +   + . . .
x+1 2 ! ( x + 1 ) 2 3 ! ( x + 1 ) 3

( Ln2) 2  ( L n 2 ) 3
x ( 2 ^ / x _ i )  = Ln 2  +   +   + . . .

2 ! X 3 ! x^
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( L n 2 ) 2  ( L n 2 ) 3
( x + 1 ) ( 2 l / ( x + 1 ) - 1 )  = Ln2 + ---------------  +

2! (x+1)  3 ! ( x + 1 ) 2

g ( x + 1 ) -  g ( x )  = ( x + 1 ) ( 2 T / ( * ^ T ) - 1 ) -  x ( 2 ^ / ^ - 1 )

+ ( 2 l / * - 1 ) -  ( 2 l / ( x + 1 ) _ 1 )

( L ti2 ) 2  ( L n 2 ) 3

+ < • •

2 ! ( x + 1 )  3 ! ( x + 1 ) 2

( L n 2 ) 2  ( L n 2 ) 3

2 ! X  3!x^-

Ln2  ( L n 2 ) 2  ( L n 2 ) 3
+ — +    + —=  + . . .

X 2 1 x 2  31x3

Ln2  ( L n 2 ) 2  ( L n 2 ) 3

x+1 2 ! ( x + 1 ) 2 3 ! ( x + 1 ) 3

( L n 2 ) 2  1 1 ( L n 2 ) 3  1 1
— ■■ ■" ■■ ( ------  — — ) 4“ ' ( I " ■■ ■— — — — ) +

2! x+1 X 3! ( x + 1 ) 2  %2

1 1 ( L n 2 ) 2  1 1
+ Ln 2 ( ------  -   ) + -----------(—  — ' ' ' ) + . «

X  x + 1  2 ! x 2  ( x + 1 ) 2

1 1 Ln2
= Ln2 (   -  ) (1 -   ) + . . .

X  x+1 2 !

( L n 2 ) 2  1 1 Ln2
+  (   -   ) ( 1  -  ) + . . .

2 ! x 2  ( x + 1 ) 2  3

> n
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( I I )  Show t h a t  g ’ (x)  > 0

g ( x )  = ( x - 1 ) ( 2 l / x - 1 ) = x ( 2 l / x - 1 ) -  2 I / X  + 1

Ln2 Ln2
g '  (x)  = 2 l / x ( l  + ----- ) -  1

2
X  X ' ^

x ^
S i n c e  e “ ^ < 1 — x + ------

2

Ln2 ( L n 2 ) 2  Ln2 Ln2
2 ~ 1 / x  ^  g - ( L n 2 ) / x  < 1 _ ------ +   < 1 -------------- +-------

2 2 
X  X ' ^

Ln2 Ln2
1 < 2 l / x ( l  + ----- )

2
X  x ^

T h e r e f o r e ,  g ' ( x )  > 0 .

Q . E . D .


